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第1章 電磁気と回路素子

1.1 一様誘電体中の静電界と静電容量

1.1.1 クーロンの法則

電荷間に働く力について，実験的につぎの法則が見出された。すなわち「電荷間の力は，そ
の方向は両電荷を結ぶ直線上にあり，その大きさは電荷量の積に比例し，距離の二乗に反比例
する。」
これを式で書くと，q1，q2 をそれぞれの電荷，r を両者間の距離として，その間に働く力 F

は
F ∝ q1q2

r2
(1.1)

となる。これをクーロンの法則と名付け，この法則によって発生する力をクーロン力と呼んで
いる。
また，q1，q2 に符号を含ませると，同符号のときは反発力，異符号のときは吸引力になり，
図 1.1のように表すことができる。
式 (1.1)はクーロンが実験により示したが，実験の精度には限界があり，厳密にクーロンの法
則が成り立つかどうかは不明である。しかし，静電気学に関する種々の現象や法則は全てクー
ロンの法則で説明でき，実際と理論とが極めて良く一致する。この一つの法則により全ての現
象を説明できるため，現在，クーロンの法則は厳密に成り立つものとされている。

図 1.1: 電荷間の力

SI単位系では

F =
1

4πε

q1q2

r2
(1.2)

と表わす。ただし ε は誘電率である。真空の誘電率は ε0 = 8.854 × 10−12 [F/m] である。
また，電子の電荷は−1.602 × 10−19 [C] である。
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1.1.2 電界と電位

電界 E 内の 1点に単位電荷を置いたとき，これにはたらく力をその点の電界の強さという。
すなわち，電荷 q に働く力 F は

F = qE (1.3)

と表される。
また，その点の電位は，無限遠点からその点まで正の単位電荷を運ぶのに要する仕事と等し
い。すなわち電界内の 1点 P における電位 VP は次式で与えられる。

VP = −
∫ P

∞
E · ds (1.4)

2点 A，B 間の電位差は，A から B へ正の単位電荷を運ぶのに要する仕事に等しく，次式で
表される。

VB − VA = −
∫ B

A

E · ds (1.5)

これらを微分形で表せば
E = −∇V (1.6)

である。ここで

∇ =

(
∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
(1.7)

は，ハミルトンの演算子 (ナブラと読む)と呼ばれる。

点電荷による電界と電位

点電荷 q によって，そこから距離 r の点に生ずる電界は，式 (1.2)，(1.3)より

E =
q

4πεr2
· r

r
(1.8)

また，電位は上式を式 (1.4)に代入して

V =
q

4πεr
(1.9)

これらの式より，空間電荷密度が ρであるとき

E =
1

4πε

∫
ρ r

r3
dv (1.10)

V =
1

4πε

∫
ρ

r
dv (1.11)

と表されることがわかる。
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1.1.3 ガウスの法則とポアソンの方程式

閉曲面 S 内に含まれる全電荷を Q としたとき，S 上の点における外向き法線方向の単位ベ
クトルを n とすれば，次式が成り立つ。∮

S

E · ndS =
Q

ε
(1.12)

あるいは，体積電荷密度を ρ とすれば，式 (1.12)は次の微分形で表される。

∇ · E =
ρ

ε
(1.13)

これがガウス (Gauss)の法則で，(∇·)は発散を表す。
ガウスの法則は以下のように証明できる。
図 1.2のように微小電荷 ∆Q を取る。閉曲面 S 上の微小面積 ∆S を取り，∆Q によるこの

図 1.2: ガウスの法則の証明

点の電界を ∆E とすると式 (1.8)より

∆E =
∆Q

4πεr2
(1.14)

である。また E · n は E の垂直成分であるから

(∆E · n)∆S = ∆E cos θ∆S (1.15)

である。一方，∆Q を中心とする半径 r の球が，∆S を底面とし ∆Q を頂点とする錐形を切り
取る部分を ∆S ′ とすると

∆S ′ = ∆S cos θ (1.16)

であるから，式 (1.15)に式 (1.14)，(1.16)を代入すると

(∆E · n)∆S =
∆Q

4πε

∆S ′

r2
(1.17)

ところで，∆S ′/r2 はこの錐形の囲む立体角に等しいので，これを ∆ω とすれば

(∆E · n)∆S =
∆Q

4πε
∆ω (1.18)

となる。すなわち，∆S の積分への寄与は距離 r に無関係で，立体角のみに関係する。
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したがって，式 (1.18)の左辺を閉曲面 S 全体について積分することは，右辺については ∆Q

から見た全立体角を取ることに当たる。∆Q が閉曲面 S 内にあれば，∆Q から見た全立体角は
4π であるが，∆Q が閉曲面の外にある場合には，∆Q から見た全立体角は 0 であるので∮

S

∆E · ndS =
∆Q

ε
(1.19)

が得られる。
面 S 内にある全電荷について積分すれば式 (1.12)が得られる。
また，式 (1.6)，(1.13)より，電位 V は次のポアソン (Poisson)の方程式を満たす。

∇2V = −ρ

ε
(1.20)

誘電率 ε によって
D = εE (1.21)

で定義される D を電束密度という。
式 (1.21)より，式 (1.12)は閉曲面から出ていく電束が閉曲面内の全電荷に等しいことを示し
ている。

1.1.4 電界と電位の例

種々の形状の電荷分布に対する電界は，式 (1.10)を電荷分布に応じて積分すれば求めること
ができ，さらに，その電界分布より式 (1.4)あるいは式 (1.5)を用いて電位を求めることができ
る。実際には，電位はスカラーなので，電荷分布に応じて式 (1.11)により電位を求め，式 (1.6)

より電界を求めた方が簡単である。
さらに，対称性のある電荷分布の場合には，式 (1.12)のガウスの定理により，簡単に電界を
求めることができる。以下に，例を示す。

中空円筒面上の電荷による電界と電位

図 1.3のように，半径 a に比べて非常に長い中空円筒面上に，単位長さ当たり ρ の電荷があ
るとき，中心軸から距離 r の点に生ずる半径方向電界 Er と電位 V は

図 1.3: 中空円筒状電荷による電界

Er =


ρ

2πεr
(r ≥ a)

0 (r ≤ a)
(1.22)
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V =


k − ρ

2πε
ln r (r ≥ a)

k − ρ

2πε
ln a (r ≤ a)

(1.23)

ただし k は積分定数である。

平板状の電荷による電界と電位

図 1.4のように表面電荷密度が σ である平板状の電荷による電界は，平板からの距離に無関

図 1.4: 平板状電荷による電界

係に一定かつ一様で
E =

σ

2ε
(1.24)

また電位は
V = k − σ

2ε
x (1.25)

ただし x は平板からの距離，k は積分定数である。

帯電導体表面近傍の電界と電位

図 1.5のような帯電導体の電荷は表面にしか存在せず，導体表面は常に等電位面で，導体内

図 1.5: 帯電導体表面近傍の電界

部の電界は 0である。表面電荷密度が σ である帯電導体表面近傍の電界は，導体からの距離に
無関係に一定かつ一様で

E =
σ

ε
(1.26)

また電位は
V = k − σ

ε
x (1.27)

ただし x は導体表面から外向き法線方向の距離，k は積分定数である。
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1.1.5 静電容量

静電容量と蓄積エネルギー

静電容量 C は電荷 Q と電位 V を用いて，次式で与えられる。

C =
Q

V
(1.28)

また，このとき蓄えられるエネルギーは

UE =

∫ Q

0

V dq =

∫ Q

0

q

C
dq =

Q2

2C
=

1

2
CV 2 (1.29)

である。これは電界のエネルギーとして空間に蓄えられており

UE =

∫
εE2

2
dr3 (1.30)

式 (1.28)，あるいは式 (1.29)および (1.30)より，静電容量が求められる。静電容量の計算例
を表 1.1 に示す。

表 1.1: 静電容量の例
形　状 規　格 静電容量 条　件

導体球　 半径 a 4πεa

同軸円筒導体
　

内半径 a, 外半径 b, 長さ `
2πε`

ln b
a

外部円筒接地, ` À a, b

平行導線
　

半径 a, 長さ `, 間隔 d
πε`

ln d−a
a

` À a

平行導体板
　

板の面積 S, 間隔 t
εS

t
S À t2

図 1.6のようなコンデンサーを流れる電流 I とコンデンサーの端子電圧 V との関係は，コ
ンデンサーに蓄えられる電荷を Q とすると

I =
dQ

dt
(1.31)

であるから，これに式 (1.28)を代入して

I = C
dV

dt
(1.32)
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図 1.6: コンデンサーの端子電圧と電流

図 1.7: コンデンサーの直列接続

コンデンサーの直並列接続

静電容量 C1，C2 のコンデンサーを図 1.7のように直列接続して電圧 V を印加したとき，合
成容量 Cs に蓄えられる電荷Qはそれぞれのコンデンサー電圧を V1，V2 として

Q = CsV = C1V1 = C2V2

V = V1 + V2

}
(1.33)

と表される。これより

V = V1 + V2 =

(
Cs

C1

+
Cs

C2

)
V

であるから
Cs

C1

+
Cs

C2

= 1

が得られる。したがって
1

Cs

=
1

C1

+
1

C2

(1.34)

あるいは

Cs =
C1C2

C1 + C2

(1.35)

である。
式 (1.33)および (1.35)より，それぞれのコンデンサーが分担する電圧は

V1 =
C2

C1 + C2

V, V2 =
C1

C1 + C2

V,
V2

V1

=
C1

C2

(1.36)

となる。したがって，静電容量の小さなコンデンサーの方に，大きな電圧が印加されることに
なるので，コンデンサーを直列接続する場合には注意が必要である。
また，静電容量 C1，C2のコンデンサーを図 1.8のように並列接続したときには，コンデン
サーの電圧を V として，それぞれのコンデンサーに蓄えられる電荷Q1，Q2，および合成容量
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図 1.8: コンデンサーの並列接続

Cpに蓄えられる電荷Qは
Q = CpV = Q1 + Q2

Q1 = C1V, Q2 = C2V

}
(1.37)

と表されるので

Cp =
Q

V
=

Q1 + Q2

V
= C1 + C2 (1.38)




