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２．４ 構造物のモデル化
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ki: Element stiffness matrix
要素剛性行列

K: System Stiffness Matrix
全体系剛性行列

System Mass Matrix
全体系質量行列
Element Mass Matrix
要素質量行列

Time dependent stiffness 
matrix
時間依存性（非線形）剛
性行列

１）剛性行列及び質量行列
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（１）質量や減衰に比較して、減衰のモデル化は格段に
困難ー減衰は様々な力学的性質によって生じる
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２）Damping Matrix 減衰行列
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（２）何故、減衰モデルとして、一般に粘性減衰が仮
定されることが多いのか？

粘性減衰であれば、閉じた解が得られるが、それ以外
のモデルを用いると、一般に閉じた解は得られない.
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エネルギー吸収量が粘性の大きさを表す最も基本的
パラメータであるが、エネルギー吸収量は構造物の大
きさや特性によって変化する。このため、エネルギー吸
収量だけでは、異なった特性を有する構造物間の減衰
の大きさを表す指標になり得ない。

過去の経験では、エネルギー吸収のメカニズムが粘
性減衰ではなくても、エネルギー吸収量を両者で一致
するように粘性減衰係数を定めれば、一般にかなりの
精度で減衰の効果をモデル化可能

何故、減衰モデルとして、一般に粘性減衰が仮定さ
れることが多いのか？（続き）
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（３）等価減衰係数(Equivalent Damping Coefficient) と
はなにか？
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（４）減衰のモデル化

いろいろなメカニズムでエネルギー吸収が生じる
dissipation. 
しかし、一般には、等価減衰定数を用いて、粘性減衰
によりエネルギー吸収をモデル化する場合が多い
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要素行列を求め、これを積み重ねることにより全体系
の減衰行列を求めることは一般に困難である。このた
め、Rayleigh減衰がよく使用される。

KMC βα += (2.5)
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ΦΦ+ΦΦ=ΦΦ KMC TTT βα
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tt KMC βα +=

この仮定は問題となることもある。

しばしば解が不安定になる
系が非線形となれば剛性は低下するはずであり、上

式では減衰も減少する事になる。しかし、実際には、履
歴吸収エネルギーの増加により、減衰は増加するはず
である。

非線形系では、以下のように仮定することも考えられる
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（５）構造部材ごとに異なる減衰から構成される構造系
の減衰定数の近似的評価

02.0=deckξ
02.0=columnξ

3.0=foundationξ

05.0=bearingξ

理論的には、減衰定数は境界条件が与えられた１自
由度系に対して定義されるものであり、上記のように多
自由度系で表した構造物では、振動モードごとに異なっ
たモード減衰定数を与えることはできても、場所ごとに
減衰を定義することはできない
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しかし、前ページの仮定はよく用いられる。結局、理
論的には正しくなくても、共通の概念で減衰の大きさを
あらわす指標がないためである。

こうした場合に、構造系全体の減衰定数の評価をど
のようにすればよいか？

厳密であり、適用性に優れた方法は存在しない。

経験的に、次の方法が用いられることが多い。

ひずみエネルギー比例減衰法

運動エネルギー比例減衰法
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（６）ひずみエネルギー比例減衰法
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（７）運動エネルギー比例減衰法
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ひずみエネルギー比例減衰法は、履歴減衰が卓越
する構造系に対して優れている

（８）ひずみエネルギー比例減衰法と運動エネルギー比
例減衰法のいずれが適用性がよいか？

ひずみエネルギー比例減衰法では、ひずみエネ
ルギーの大きい要素の減衰が卓越する

橋脚のひず
みエネル
ギー

地盤や基礎のひずみ
エネルギー
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運動エネルギー比例減衰法では、運動エネル
ギーの大きい要素の減衰定数が卓越する

運動エネルギー比例減衰法は、運動エネルギーが
主たる減衰メカに済みになっている構造系の減衰定数
を評価するのに適している。

ひずみエネルギー比例減衰法と運動エネルギー比例減
衰法のいずれが適用性がよいか？（続き）
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２．６ 非線形動的解析法

以上までに示したのは、すべて線形構造物に対す
る解析法。

非線形構造物になると、振動モードは計算できない、
モード重ね合わせ法は使用できない。

非線形構造解析では、運動方程式を増分形に直し、
直接積分法を用いる必要がある。
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(t)uMBR(t)uF(t)uC(t)uM gtt &&&&& +=++ )(
時刻ｔでの運動方程式

t)(tuMBt)R(tuFt)(tuCt)(tuM gttt ∆++∆+=+∆++∆+ ∆+ &&&&& )(

時刻 での運動方程式tt ∆+

上式から下式を引くと、

))()(())()(( tuttuCtuttuM &&&&&& −∆++−∆+
))()(()()()()( tuttuMBtRttRuFuF ggttt &&&& −∆++−∆+=−+ ∆+

１）Incremental Equation of Motion(増分系
運動方程式)
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(t)u∆t)(tu(t)u∆ &&&&&& −+=
(t)u∆t)(tu(t)u∆ &&& −+=

u(t)∆t)u(t∆u(t) −+=
)()()( tRttRtR −∆+=∆
(t)u∆t)(tu(t)u∆ ggg &&&&&& −+=

ここで、時間ｔと 間の変化、すなわち、増分値を以下のよう
に定義すると、

増分加速度

増分速度

増分変位

増分荷重

増分入力加速度

tt ∆+

))()(())()(( tuttuCtuttuM &&&&&& −∆++−∆+
))()(()()()()( tuttuMBtRttRuFuF ggttt &&&& −∆++−∆+=−+ ∆+

(t)uMB∆∆R(t)∆u(t)K(t)u∆C(t)uM∆ gtt &&&&& +=++
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２ ） Step-by Step dynamic response 
analysis (運動方程式の逐次積分法)

)(tu&&

)( ttu ∆+&&

t tt ∆+ t ttt ∆+ tt ∆+

)(tu&

)( ttu ∆+&

)(tu

)( ttu ∆+

τ τ τ

（１）Approximation of Acceleration Vs. Velocity 
and Displacement (加速度と速度・変位の関係)

Based on assumed acceleration function         , the 
velocity         and the displacement          between the 
time T and t+∆t can be evaluated as

)(τu&&
)(τu& )(τu

∫ += τ τττ 0 1)()( Cduu &&&

∫ ∫ ++= τ ττττ 0 21)()( CCduu &&

(2.1a)

(2.1b)
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1)( Ctu =&

2)( Ctu =

From the initial conditions, we obtain the following 
expressions

Substitution of these initial conditions 
into Eqs. (2.1) leads to

∫ += τ τττ 0 1)()( Cduu &&&

∫ ∫ ++= τ ττττ 0 21)()( CCduu &&

(2.1a)

(2.1b)

∫+= τ τττ 0 )()()( dutuu &&&&

∫ ∫++= τ ττττ 0 )()()()( dututuu &&&

(2.3a)

(2.3b)

(2.2a)
(2.2b)
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（２）Constant Acceleration Method (一定加速度法)

)(tu&&

)( ttu ∆+&&

t tt ∆+ t ttt ∆+ tt ∆+

)(tu&

)( ttu ∆+&

)(tu

)( ttu ∆+

τ τ τ

Assuming that the acceleration between the time t 
and t+∆t is constant, and is the averaged value of the 
acceleration at the time t an d t+∆t as

substitution of Eq. (2.4) into Eq. (2.3) leads to

2
)()()( ttutuu ∆++

= &&&&
&& τ (2.4)
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∫+= τ τττ 0 )()()( dutuu &&&&

∫ ∫++= τ ττττ 0 )()()()( dututuu &&&

(2.3a)

(2.3b)

2
)()()( ttutuu ∆++

= &&&&
&& τ (2.4)

)(
2

)( tttt uuuu ∆+++= &&&&&&
ττ

)(
4

)(
2

ttttt uuuuu ∆++++= &&&&&
τττ

(2.5a)

(2.5b)
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)(tu&
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)(tu

)( ttu ∆+
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)(
2

)( tttt uuuu ∆+++= &&&&&&
ττ

)(
4

)(
2

ttttt uuuuu ∆++++= &&&&&
τττ

(2.5a)

(2.5b)

Hence, substitution of τ=∆t gives

)(
2 tttttt uutuu ∆+∆+ +
∆

+= &&&&&&

)(
4

2
ttttttt uuttuuu ∆+∆+ +

∆
+∆+= &&&&&

(2.6a)

(2.6b)
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t tt ∆+ t ttt ∆+ tt ∆+

)(tu&

)( ttu ∆+&
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)(
2 tttttt uutuu ∆+∆+ +
∆

+= &&&&&&

)(
4

2
ttttttt uuttuuu ∆+∆+ +

∆
+∆+= &&&&&

(2.6a)

(2.6b)

Eq. (2.6) shows that since we know     ,     and     , 
once we know the acceleration at the time t+∆t,

, we can know            and           . 

This method is called the constant acceleration 
method.

tu tu& tu&&

ttu ∆+&& ttu ∆+ttu ∆+&

)(tu&&

)( ttu ∆+&&

t tt ∆+ t ttt ∆+ tt ∆+

)(tu&

)( ttu ∆+&

)(tu

)( ttu ∆+

τ τ τ
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)(tu&&

)( ttu ∆+&&

t tt ∆+ t ttt ∆+ tt ∆+

)(tu&

)( ttu ∆+&

)(tu

)( ttu ∆+

τ τ τ

The great advantage of the constant acceleration 
method is that it is unconditionally stable (無条件に
安定); that is, the error are not amplified from one 
step to the next no matter how long a time step is 
chosen.

Consequently, the time step may be selected 
considering only the need for properly defining the 
dynamic excitation and vibration characteristics of 
the structure.
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（３）Linear Acceleration Method (線形加速度法)

)(tu&&

)( ttu ∆+&&

t tt ∆+ t ttt ∆+ tt ∆+

)(tu&

)( ttu ∆+&

)(tu

)( ttu ∆+

τ τ τ

Another assumption for the acceleration is that it 
varies linearly with the time between the time t and 
t+∆t as 

)()( tttt uu
t

uu &&&&&&&& −
∆

+= ∆+
ττ (2.7)

∫+= τ τττ 0 )()()( dutuu &&&&

∫ ∫++= τ ττττ 0 )()()()( dututuu &&&

(2.3a)

(2.3b)

Substitution of this into Eq. (2.3) yields
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ttttttt uuttuuu &&&&&&&& −
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+∆+= ∆+∆+

)(
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32
ttt
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tttt uuttutuuu &&&&
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& −

∆
+

∆
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2
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2

ttttt uu
t

uuu &&&&&&&& −
∆

++= ∆+
τττ

)(
62

)(
32

ttt
t

tt uuuuuu &&&&
&&

& −+++= ∆+
ττττ

)(tu&&

)( ttu ∆+&&

t tt ∆+ t ttt ∆+ tt ∆+

)(tu&

)( ttu ∆+&

)(tu

)( ttu ∆+

τ τ τ

(2.8a)

(2.8b)

Substitution of τ=∆t, one obtains

(2.9a)

(2.9b)
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Like the constant acceleration method, the linear 
acceleration method is widely used in practice.

However, in contrast to the constant acceleration 
method, the linear acceleration method is only 
conditionally stable (条件付き安定); it will be 
unstable unless

55.03 =≤∆
πT

t

However this restriction has little significance in 
the analysis of SDOF systems, because a shorter 
time step than this must be used to obtain a 
satisfactory representation of the dynamic input and 
response. 
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（４）Newmark β method (ニューマークのβ法)
A more generalized step-by-step formulation was 

proposed by Newmark, which includes the preceding 
methods as special cases, but may be applied in 
several other version. 

In the Newmark formulation , the basic integration 
equations are expressed as

[ ] t∆t)(tuδ(t)uδ)((t)u∆t)(tu ∆++−+=+ &&&&&& 1
[ ] 221 t∆t)(tuσ(t)uσ)/((t)∆tuu(t)∆t)u(t ∆++−++=+ &&&&&

(2.10a)

(2.10a)
It is evident in Eq. (2.10) that the factor δ provides a 

linearly varying weighting between the initial and the 
final accelerations on the change of velocity; the factor 
σ similarly provides the weighting the contributions of 
these initial and the final accelerations to the change of 
displacement. 
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)(tu&&

)( ttu ∆+&&

t tt ∆+ t ttt ∆+ tt ∆+

)(tu&

)( ttu ∆+&

)(tu

)( ttu ∆+

2
1

=δ
4
1

=σ

6
1

=σ
2
1

=δ ; Linear acceleration method
(線形加速度法)

[ ] t∆t)(tuδ(t)uδ)((t)u∆t)(tu ∆++−+=+ &&&&&& 1
[ ] 221 t∆t)(tuσ(t)uσ)/((t)∆tuu(t)∆t)u(t ∆++−++=+ &&&&&

(2.10a)

(2.10a)

and

and

; constant acceleration method
(一定加速度法)
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(t)uC(t)uC∆u(t)C(t)u∆ &&&&& 431 −−=
(t)uC(t)uC∆u(t)C(t)u∆ &&&& 542 −−=

一定加速度法 線形加速度法

2
1 /4 tC ∆=

tC ∆= /22
tC ∆= /43

24 =C
05 =C

2
1 /6 tC ∆=

tC ∆= /32
tC ∆= /63

34 =C
2/5 tC ∆=

(2.51)

（５）Newmarkの一般化された加速度法
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(t)uC(t)uC∆u(t)C(t)u∆ &&&&& 431 −−=
(t)uC(t)uC∆u(t)C(t)u∆ &&&& 542 −−=

(t)R∆∆u(t)Kt
~~ =

ttt KCCMCK ++= 21
~

{ } (t)uCCMC(t)uMB∆∆R(t)(t)R∆ tg &&& 43
~ +++=

{ } (t)uCCMC t &&54 ++

ここで

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.51)

(t)uMB∆∆R(t)∆u(t)K(t)u∆C(t)uM∆ gtt &&&&& +=++ (2.47)

に、一般化された加速度法の関係

を代入すると、
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（６）解析精度

)(tR
)( ttu ∆+

(t)R∆∆u(t)Kt
~~ =

ttt KCCMCK ++= 21
~

オーバーシュート

)( ttR ∆+

)( ttR ∆+′

)( ttu ∆+′

)(tR

)(tu
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)(tR

)(tR

)( ttR ∆+′

)( ttu ∆+′

)( ttu ∆+)( ttR ∆+

解析により求めた復元力

S
tttttt FuCuMttR ∆+∆+∆+ ++=∆+′ &&&)(

正しい復元力 = )( ttR ∆+

不つり合い力 tttt RR ∆+∆+ =δ )( ttR ∆+′−
{ }S

tttttt FuCuM ∆+∆+∆+ ++− &&&ttR ∆+=

（７）不つり合い力
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PS
∆tt∆tt∆tt

∆tt
P ∆

δRRR
δR∆ ≤

−+
=

+++

+

{ } { }aaa T=
ttE R ∆+=∆ δ

)max( ,ittR ∆+δ

.

.

.
もし、誤差 > 許容誤差であれば、解析精度は不十
分と判断する

（８）解析精度の定義

解析精度の定義
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もし、誤差 >許容誤差であれば,

積分時間間隔を短くして再計算。この方法は、ど

のような場合にも、最も無難で精度も向上する

不つり合い力を、次の時間ステップの外力に加え

る

イテレーションをする

（９）解析精度が不十分な場合の対応
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（１０）不つり合い力を次の時間ステップの外力に加
える方法

時刻ｔでの不つり合い力

{ }S
ttttt FuCuMRR ++−= &&&δ

∆R(t)∆u(t)K(t)u∆C(t)uM∆ tt =++ &&&

増分系の運動方程式

増分外力に不つり合い力を加える

∆u(t)K(t)u∆C(t)uM∆ tt ++ &&&

tt RR δ+∆= { }[ ]S
ttttttt FuCuMRRR ++−+−= ∆+ &&&

{ }S
ttttt FuCuMR ++−= ∆+ &&&
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履歴特性が卓越する構造系では、除荷と再載荷を正しく
解析できることが重要。数値解析上の誤差で間違った
除荷を与えると、その後の応答が正しく求められない構
造系もあるので、このような場合には、積分時間を小さく
する方がよい。

不つり合い力を次の時間ステップの外力に
加える方法
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（１１）イテレーション法

)(tR

)( ttR ∆−

)(tR′

)(tu′

)(tu)(tR

不つり合い力を外力として補正方程式

(i)
t

(i)
t

(i)
t

(i)
t

(i)
t δRδuKuCδuMδ =++ &&&

{ }S
ttttt FuCuMRR ++−= &&&δ

不つり合い力

tt RR δδ =)1(

(i)
t

)(i
t

(i)
t uuuδ &&&&&& −= +1

(i)
t

)(i
t

(i)
t uuuδ &&& −= +1

(i)
t

)(i
t

(i)
t uuδu −= +1

S(i)
t

(i)
t

(i)
tt

(i)
t FuCuMRδR −−−= &&&
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１）汎用電子計算機プログラム
ASKA
DYNA
ABAQUA
SAP2000
ＴＤＡＰ

……
広範囲な構造解析
よくメインテナンスされているe
解析結果に対してある程度の信頼性がある
プログラムを修正や拡張使用とする容易ではない
ユーザールーティンは取り入れることが可能なものが

多い

２．７ 解析ソフィトと特徴
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２）手作りソフト

問題指向型のルーチンを取り入れることが容

易

他のグループや一般ユーザーには使用しにく
い。また、長期的なメイテナンスが困難

結果に対するコンセンサスが無い場合が多い

ソースコードを公開し、誰もがソースを確認したり、

変更できるようにする

使用マニュアルを用意し、例題データを用意する
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３）動的解析プログラムの一般的構成

構造物の形状や材料特性の入力

入力地震動の入力

時刻 t

時間によらない質量行列や剛性行列のうち、線形部
分の算出

非線形剛性行列の計算

NLL
t KKK +=

)(~)(~ ttt RuK ∆=∆ (2.52)
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時刻 での応答の計算tt ∆+

応答値をファイルに格納

解の精度の検討

もし、解の精度が不十分と判定されたら、積分時間
間隔を小さくするか、不つり合い力を次のステップの
荷重増分に外力として加えるか、イテレーションを行
う。

ttt ∆+← 地震動入力が終了するまで反復
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２．８ 動的解析に際しての注意事項

まず、正解のわかっている問題を解き、解を確認してから使用
するのがよい。

節点数をむやみやたらに増やした解析の前に、かならず、簡
単なモデル化で解析し、全体の傾向を把握してから、必要な節
点数に増やしていく

むやみやたらに多数の非線形要素を使用しない。解が収斂し
ない可能性がある。できるだけ、必要最小限の非線形要素でモ
デル化することが望ましい。

「計算機がこう言っている」という説明は通用しない。最終的に、
解析ソフトの利用者がその結果に対して責任を持たなければな
らない。不審な解析結果であれば、徹底的にチェックすべき。自
信のある（自信が持てる状態で）結果しか利用すべきではない。



50

1) ＤＹＭＯとは
「橋の動的耐震設計法マニュアル」（（財）土木研究センター）
に付属する動的解析体験版ソフトウェア

１基の各部構造とそれが支持する上部構造部分に対して、簡
単に動的解析を体験することができる。

プログラムは土木研究センターのホームページ
（http://www.pwrc.or.jp/)から無料でダウンロード可能

参考資料として、「橋の動的耐震設計法マニュアルー動的解
析および耐震設計の基礎と応用」が土木研究センター（電話：３
８３５－３６０９，e-mail: kikaku@pwrc.or.jp）から販売されてい
るので、適宜、購入すると参考になる。

2.9 動的解析を実際にやってみよう
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２）動的解析結果のディジタルデータを得るためには
2) How can we get digital data of the response?

DYMOをインストールしたフォルダに”SpecialDYMO.ini”
というファイルを作る。空ファイルで良い。

この空ファイルが作られていれば、「非線形動的解析」ー
＞「安全性の照査」画面の「結果のファイル出力」ボタンが
出てくる。

「結果のファイル出力」ボタンをクリックすると、今開いて
いるデータファイルのあるフォルダーに”OutType1.csv”（タ
イプⅠ地震動の結果）と”OutType2.csv”（タイプⅡ地震動
の結果）というファイルが出力される。
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3) ＤＹＭＯを使った解析
3) Analysis using DYMO

計算例２を読み込む

構造条件の入力ーほとんどはディフォルトデータでよい。た
だし、支承条件では、“固定支承”にする

固有振動解析の中では、以下の点を試してみる。

固有周期、固有振動モード、刺激係数の理解

減衰の設定では、どの固有振動モードに着目するかを
変えてみる。α、βの値もチェックしてみる。

入力地震動として、道路橋示方書の参考資料に示されてい
る標準波形がすぐ読み込めるようになっているので、このタイ
プⅠとタイプⅡ地震動を使用する。
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タイプⅠ地震動とは、加速度応答スペクトルで約１ｇの地震
動、タイプⅡ地震動とは加速度応答スペクトルで約２ｇの加速
度である。ただし、地盤種別で異なる。

“安全性の照査”の中に“結果のファイル出力”ボタンを押す
と、応答値に関するエクセルデータが得られる。これをもとに、
自分で、応答波形をプロットしてみる。ただし、動的解析結果の
ディジタルデータを得るためには、ｐ．８の対応が必要である。

応答波形をまとめて、課題として提出する（提出：6月4日）。


