
7類 Vクラス線形代数学演習第一,微分積分学演習第一第 8回
（逆井　 2012年 7月 23日）

お知らせ

• 本日の演習は線形代数学と微分積分学の演習を並行して行います.

• 本日は小テストを行わず, 90分間すべて周りの人と相談しながら問題を解く時間と
します. 講義の試験勉強をしてもかまいません.

• 後ほど線形代数学演習の授業アンケートを行いますのでご協力をお願いします.

• 演習の時間の終わりに,下の部分に記入し,切り取ったものを提出して下さい. それ
をもって本日の出席とします.

• 演習課題は OCW (http://www.ocw.titech.ac.jp/ )にアップロードします. 演習問題の
略解もありますので必要に応じてダウンロードして下さい.

• 返却できなかった (演習に全参加した人にはすべて返却しています) レポートや小
テストの結果は数学事務室 (本館 3階, 332号室)に預けますので,そちらで受け取っ
て下さい.

• 本科目の評価は毎回の出席,小テスト,レポート課題の結果を総合的に判断して行い
ます. 微分積分学演習と線形代数学演習の成績は別々につけます. 追加の課題などは
出しませんので,本日の演習の時間の終了をもって,成績は確定します.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　

学籍番号　　　　　　　　　 氏名　　　　　　　　　　　　　 　　　　　

(1) 次のアンケートにお答え下さい (あてはまる番号に○をつけて下さい).

a) 演習問題について (微分積分,線形代数共通):
1. 手がつかない, 2. 難しい, 3. 普通, 4. 易しい, 5. 易しすぎる.

b) OCWに置いてある解答について:
1. 主に印刷して見ている, 2. 主にパソコンやスマートフォン上で見ている,
3. 見たことはある, 4. 見たことがない,もしくは気づかなかった.

(2) 演習に関してご意見やご感想,もしくはご提案がありましたらお書き下さい.
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演習問題 (テーマ: 広義重積分,極限)

[1] 重積分
ID :=

D

dxdy√
x2 − y2

について, D が次のように与えられるとき ID の値を計算せよ. ただし,必要なら変
数変換 X = x + y, Y = x − yを考えよ.

(1) D = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ min{x, 1 − x}}のとき.

(2) D = {(x, y) ∈ R2 | |y| ≤ x ≤ 1}のとき.

[2] R3 における領域 Dを

D = {(x, y, z) ∈ R3 | x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}

とするとき,広義重積分

D

√
x2 + y2 + z2

(1 + x2 + y2 + z2)3
dxdydz

を極座標変換

x = r sin θ cos ϕ, y = r sin θ sin ϕ, z = r cos θ

を用いて計算せよ. なお, R3全体を表すのに, r, θ, ϕは r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

の範囲を動く必要があるが, Dを表す範囲はこれよりも小さい.

[3] 数列 {an}∞n=1 を
an =

n − 1

n

で定めるとき,この数列の極限を求めよ. とくに, lim
n→∞

an = aとするとき,任意の正
の数 εに対して, 自然数 N を具体的にどのようにとれば (N は εに依存する)任意
の n > N について |a − an| < εとなるかを明示して証明せよ.



[4] R上の函数 f(x) = x2について,任意の a ∈ Rに対して lim
x→a

f(x) = f(a)が成り立つ
ことを示せ. とくに,任意の正の数 εに対して, 正の数 δを具体的にどのようにとれ
ば (δは aと εに依存する), |x− a| < δを満たす任意の xについて |f(x)− f(a)| < ε

となるかを明示して証明せよ.

[5] R上の函数 f を
f(x) =

1

x2 + 2x + 3
で定めるとき, 極限 lim

x→+∞
f(x) を求めよ. とくに, lim

x→∞
f(x) = α とするとき, 任意

の正の数 εに対して, 正の数 Rを具体的にどのようにとれば (Rは εに依存する),
|x| > Rを満たす任意の xについて |f(x) − α| < εとなるかを明示して証明せよ.

参考 (数列や函数の極限)

• 数列 {an}∞n=1 が α ∈ Rに収束するとは,任意の正の数 εに対して,「n > N ならば
|an − α| < εが成り立つ」を満たす自然数 N が存在することである (N は εに依存
していてよい). このとき lim

n→∞
an = αと表す.

• R上の函数 f(x)が xを a ∈ Rに近づけたときに α ∈ Rに収束するとは,任意の正
の数 εに対して,「|x− a| < δならば |f(x)− α| < εが成り立つ」を満たす正の数 δ

が存在することである (δは εに依存していてよい). このとき lim
x→a

f(x) = αと表す.

• R上の函数 f(x)が xを限りなく大きくしていったときに α ∈ Rに収束するとは,任
意の正の数 εに対して,「|x| > Rならば |f(x) − α| < εが成り立つ」を満たす正の
数 Rが存在することである (Rは εに依存していてよい). このとき lim

x→+∞
f(x) = α

と表す. 同様にして lim
x→−∞

f(x) = αであることも定義される.

• Rnにおける距離を用いることで, Rnの点列や Rn上の函数値の収束についても同
様に定義できる.

• 収束性の証明において, εに対して N や δの選び方は一通りではない. それらをど
のように選べばよいか,その調整法をひとつ与えることが求められている.

• 上のような議論において,不等式
||x|− |y|| ≤ |x ± y| ≤ |x| + |y|

はしばしば用いられる.

以上.
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演習課題解答 （逆井　 2012年 7月 23日出題）

演習問題略解
[1] (1) 変数変換 X = x + y, Y = x − yを用いる. いま ∂(x, y)

∂(X, Y )
= −1

2
であり,

x2 − y2 =

(
X + Y

2

)2

−
(

X − Y

2

)2

= XY

となっている. この変数変換によって Dは領域

E = {(X,Y ) ∈ R2 | 0 ≤ X ≤ 1, 0 ≤ Y ≤ X}

に移るので (D を囲んでいる 3直線がどのように変化するか調べればよい),求める
積分値は

ID =
E

1

2
√

XY
dXdY =

1

0

( X

0

dY

2
√

XY

)
dX =

1

0

[√
Y

X

]X

Y =0

dX

=
1

0

1 dX = 1.

(2) 変数変換せずにそのまま計算すると,求める積分値は

ID =
1

0

(
x

−x

dy√
x2 − y2

)
dx =

1

0

[
sin−1

(y

x

)]x

y=−x
dx =

1

0

π dx = π.

[2] 極座標変換を考えると,
∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
= r2 sin θであるから

D

√
x2 + y2 + z2

(1 + x2 + y2 + z2)3
dxdydz =

E

r

(1 + r2)3
r2 sin θ drdθdϕ

となる. ここで

E =
{

(r, θ, ϕ) ∈ R3
∣∣∣ r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ ϕ ≤ π

2

}

である. この広義重積分を計算すると,

E

r

(1 + r2)3
r2 sin θ drdθdϕ =

( ∞

0

r3

(1 + r2)3
dr

) (
π/2

0

sin θ dθ

)(
π/2

0

1 dϕ

)

=
π

2

∞

0

r3

(1 + r2)3
dr

(s=r2)
=

π

4

∞

0

s

(1 + s)3
ds

=
π

4

([
−s

2(1 + s)2

]∞

0

+
∞

0

ds

2(1 + s)2

)
=

π

8
.



[3] lim
n→∞

an = 1であることを示す. 任意の正の数 εに対してN =

[
1

ε

]
+ 1 とおくと2,

n > N を満たすすべての自然数 nについて

|an − 1| =

∣∣∣∣
n − 1

n
− 1

∣∣∣∣ =
1

n
<

1

N
< ε

となるので, lim
n→∞

an = 1となることが従う.

注意 N =

[
1

ε

]
+ 1 >

1

ε
であるから 1

N
< εが成り立つ.

[4] 正の数 εを任意にひとつとる. このとき

δ = −|a| +
√

a2 + ε

とおくと, |x − a| < δを満たす任意の xに対して

|f(x) − f(a)| =
∣∣x2 − a2

∣∣ = |x − a||x + a| = |x − a||x − a + 2a|
≤ |x − a|(|x − a| + |2a|) = |x − a|2 + 2|a||x − a|
< δ2 + 2|a|δ = ε

が成り立つ. よって, lim
x→a

f(x) = f(a)である.

注意 上で取った δ = −|a| +
√

a2 + εは等式 δ2 + 2|a|δ = εが成り立つように後か
ら選んだものである. なお,この問題で示したことは f(x)が R上の連続函数である
ということである.

[5] lim
x→+∞

f(x) = 0 であることを示す. 任意の正の数 ε に対して R =
1

ε
とおくと,

x > Rを満たす任意の xに対して

|f(x) − 0| =

∣∣∣∣
1

x2 + 2x + 3

∣∣∣∣ <
1

x
<

1

R
= ε

となるので, lim
x→+∞

f(x) = 0となることが従う.

注意 任意の xに対して x2 + 2x + 3 > xが成り立つ.

2[x]は xを超えない最大の整数を表す.


