
多人数協力ゲーム（特性関数形ゲーム，提携形ゲーム）

1.特性関数形ゲーム

• (N = {1, 2, ..., n}, v)
N = {1, 2, ..., n} ：プレイヤーの集合　
v : 2N → <　：特性関数

2N はN の部分集合の全体, S ⊆ N：提携

• v(S)：提携 Sのメンバーが協力したときに必ず獲得できる最大の利得の値

• (N, v)が優加法的ゲーム ⇔
任意の S, T ⊆ N,S ∩ T = ∅,に対して，v(S) + v(T ) ≤ v(S ∪ T )

2.配分

• x = (x1, x2, ..., xn) ：利得ベクトル
利得ベクトル x = (x1, x2, ..., xn) が配分　⇔∑n

i=1 xi = v(N) （全体合理性）
xi ≥ v({i}) ∀i = 1, ..., n （個人合理性）

•配分の集合を，以下Aで表す．
A = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ <n|

∑n
i=1 xi = v(N), xi ≥ v({i}) ∀i = 1, ..., n}

3.コア

•配分の集合 C がコア　⇔　
C = {x ∈ A|

∑
i∈S xi ≥ v(S) ∀S ⊆ N}

•
∑

i∈S xi ≥ v(S)：提携合理性

• e(S, x) = v(S) −
∑

i∈S xi：配分 xに対する提携 Sの不満

•コア　⇔ どの提携も不満を持たない配分の集合

•コアの支配を用いた定義

– 支配：
２つの配分 x, y ∈ Aに対して，ある提携 S ⊆ N が存在して，以下の２つの条件が
成り立つとき，xは yを Sを通して支配するといい，x domS y と表す。

∗ xi > yi ∀i ∈ S

∗
∑

i∈S xi ≤ v(S)

x domS y となる S が少なくとも１つ存在するとき，単に xは yを支配するといい，
x dom y と表す

– どの配分からも支配されない配分の全体DCを支配に基づくコアという。すなわち，

DC = {x ∈ A|y dom x となる y ∈ A が存在しない }

– C ⊆ DC が常に成り立つ。

– (N, v) が優加法的であれば，DC ⊆ C も成り立ち，C = DC となる。

4.仁
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•各配分 x ∈ Aに対して，e(S, x) (S ⊆ N,S 6= N, ∅) を大きなものから並べたベクトル
を θ(x)とする．

θ(x) = (e(S1, x), e(S2, x), ..., e(S2n−2))
e(S1, x) ≥ e(S2, x) ≥ ... ≥ e(S2n−2))

•２つの配分 x, y ∈ Aに対して，
xが yよりも許容的 ⇔

ある k = 1, ..., 2n − 2が存在して，
θi(x) = θi(y) ∀i = 1, ..., k − 1
θk(x) < θk(y)

•配分の集合 Lが仁　
L = {x ∈ A|xよりも許容的な y ∈ Aが存在しない }

•仁は必ず存在し，１つの配分からなる．

•コアが空でなければ，仁はコアに属する．

5.シャープレイ値

•プレイヤー i ∈ N の提携 S, i /∈ S,に対する貢献度　
v(S ∪ {i}) − v(S)

•プレイヤーの順列 π = (π(1), π(2), ..., π(n))におけるプレイヤー π(k)の貢献度　
v({π(1), ..., π(k − 1), π(k)}) − v({π(1), ..., π(k − 1)})

π(1), ..., π(k − 1)：順列 πにおける π(k)の先行者

•プレイヤー iの順列 πにおける貢献度　
v(P π,i ∪ {i}) − v(P π,i)

P π,i：πにおける iの先行者の集合

•プレイヤー iのシャープレイ値　
ψi = 1

n!

∑
π∈Π(v(P π,i ∪ {i}) − v(P π,i))

Π：プレイヤーの順列の全体　
シャープレイ値　

ψ = (ψ1, ..., ψn)
n人のプレイヤーの順列（n!個）がすべて同じ確率で起こる場合の各プレイヤーの貢献
度の期待値

•シャープレイ値は全体合理性を満たす．
(N, v)が優加法的であれば，個人合理性も満たし，配分になる．

•シャープレイ値の別表現　
ψi =

∑
S:S⊆N,i/∈S

s!(n−s−1)!
n! (v(S ∪ {i}) − v(S))　

s = |S|：Sに含まれるプレイヤーの数

6.シャープレイ値の公理系からの導出

•プレイヤーの集合N は固定し，優加法的な特性関数 v : 2N → <の全体を V とする．
各ゲーム (N, v), v ∈ V,に対して，n次元の実数ベクトルを与える関数を φ : V → <nと
し，φ(v) = (φ1(v), ..., φn(v))とする．

•公理系
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(a)全体合理性
任意の v ∈ V に対して，

∑
i∈N φi(v) = v(N)

(b)ナルプレイヤーに関する性質　
プレイヤー i ∈ N がナルプレイヤー⇔ v(S ∪ {i}) − v(S) = 0 ∀S ⊆ N, i /∈ S

プレイヤー iがナルプレイヤーであれば，φi(v) = 0
(c) 対称性

プレイヤー i, j ∈ N が対称 ⇔ v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}) ∀S ⊆ N, i, j /∈ S

プレイヤー i, jが対称であれば，φi(v) = φj(v)
(d)加法性

任意の 2つの特性関数 v, u ∈ V に対して，特性関数 w ∈ V を
w(S) = v(S) + u(S) ∀S ⊆ N によって定義する．
このとき，φ(w) = φ(v) + φ(u)

•定理　
全体合理性，ナルプレイヤーに関する性質，対称性，加法性の 4つの公理を満たす関数
φはただ一つに定まり，各ゲーム (N, v)に対して，

φi(v) =
∑

S:S⊆N,i/∈S
s!(n−s−1)!

n! (v(S ∪ {i}) − v(S)) ∀i ∈ N
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