
4.4.5 フィルター法

• 一般の非線形計画問題を考える





最小化： f(x)

条件： gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , ℓ

hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , m

• フィルター法では上記の問題にて目的関数f(x)を減少することと，等式・不等式制
約の実行可能性を別々に考える

• 以下の関数によって実行可能性を測る

b(x) =
ℓ∑

i=1

|gi(x)|+ +
m∑

j=1

|hj(x)|

ただし，|gi(x)|+ = max{0, gi(x)}である
• フィルター法の目的は以下の2つの関数を最小化することにある

最小化：f(x) 最小化：b(x)
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定義１５

k反復目の変数xkに対してfk = f(xk), bk = b(xk)と定義する．

(a) (fk, bk), (f t, bt) ∈ R
2において，fk ≤ f t, bk ≤ btが成り立つとき，

(fk, bk)は (f t, bt)より優越しているという．

(b) 他の全てのペアより優越していないペア (fk, bk)から成る集合をフィル
ターと呼ぶ．

(c) ある点xkに対して (fk, bk)がフィルターの他の全てのベアに優越されて
いないとき，xkはフィルターに入るという．

b(x)

f(x)

(f ,b )t t
(f ,b )

p p

125



b(x)

f(x)

(f ,b )t t

b(x)

f(x)

(f ,b )t t

126



• 一般の実装において，フィルターと余り近いベアだけが入れられると効率が良くない
ので，β ∈ (0, 1)を用いて，ある禁止区域を導入する．

以下を満たすxk+1に対してのみ (fk+1, bk+1)をフィルターに入れる

f(xk+1) ≤ fk − βbk b(xk+1) ≤ bk − βbk

b(x)

f(x)

(f ,b )t t
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フィルター法

Step 0: 初期点x0，信頼領域半径∆0 > 0とβ, αmin ∈ (0, 1)を決め，k = 0とする．

終了条件: もし xkが近似的に非線形計画問題の最適解になっているならば終了する．

Step 1: 探索方向∆xをなにらかの手法で求める．例えば信頼領域もしくは主双対内点法
の1反復を使って．

Step 2: 直線探索をして (fk+1, bk+1)がフィルターに入るかどうかを調べる．ただし，
(fk+1, bk+1) = (f(xk + α∆x), b(xk + α∆x)), α ∈ (αmin, 1)とする．

Step 2.1: もし (fk+1, bk+1)がフィルターに入るならば信頼領域半径を大きくし
∆k+1 ≥ ∆k，(fk+1, bk+1)をフィルターに入れて，新しいベアによって優越さ
れた全てのペアをフィルターから除く．

Step 2.2: そうでなければ，xk+1 = xkとして信頼領域半径を小さくする∆k+1 <

∆k.

Step 3: k = k + 1とし，終了条件を調べる．
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4.5 双対定理

• 不等式制約付き非線形計画問題を考える

(主問題)

{
最小化： f(x)

条件： gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , ℓ

• 上記の問題に対する双対問題は以下のように定義されている

(双対問題)





最大化： f(x) +
ℓ∑

i=1

yigi(x)

条件： ∇f(x) +
ℓ∑

i=1

yi∇gi(x) = 0

y ≥ 0

• 等式制約hj(x) = 0 (j = 1, 2, . . . , m)は 2つの不等式制約hj ≤ 0, hj ≥ 0 (j =

1, 2, . . . , m)として置き換えて考える
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定理１６ (弱双対定理)

f(x), gi(x), i = 1, 2, . . . , ℓが凸関数であるとする．このとき，x̄が主問
題の実行可能解，(x, y) ∈ R

n × R
ℓが双対問題の実行可能解だとすると

f(x̄) ≥ f(x) +

ℓ∑

i=1

yigi(x)

が成り立つ．

証明

仮定よりf(x), gi(x), i = 1, 2, . . . , ℓが凸関数であるので，命題7より，

f(x̄) ≥ f(x) + ∇T f(x)(x̄ − x) = f(x) −
(

ℓ∑

i=1

yi∇T gi(x)

)
(x̄ − x)

≥ f(x) +
ℓ∑

i=1

yi (gi(x) − gi(x̄)) = f(x) +
ℓ∑

i=1

yigi(x) −
ℓ∑

i=1

yigi(x̄)

≥ f(x) +

ℓ∑

i=1

yigi(x)

�
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定義１７

非線形計画問題の不等式制約にて gi(x
∗) < 0, i = 1, 2, . . . , ℓとなるよう

なx∗ ∈ R
nが存在する時，それらの制約式はSlaterの制約想定を満たしてい

るという．

定理１８ (双対定理)

f(x), gi(x), i = 1, 2, . . . , ℓが凸関数であるとし，x∗ ∈ R
nが主問題

の最適解だとする．また，不等式制約が Slaterの制約想定を満たしていると
する．このとき，(x∗, y∗) ∈ R

n × R
mが双対問題の最適解となりf(x∗) =

f(x∗) +
∑ℓ

i=1 y∗
i gi(x

∗)となるようなy∗ ∈ R
ℓが存在する．

証明

[BERTSEKAS2003]などを参照． �
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4.6 演習問題

問題1

次の線形計画問題 



最小化： cTx

条件： Ax = b

x ≥ 0

に対するKarush-Kuhn-Tucker最適性条件を求めよ．
問題2

次の2次計画問題 



最小化： 1
2
xT Qx + cT x

条件： Ax = b

x ≥ 0

に対するKarush-Kuhn-Tucker最適性条件を求めよ．但し，行列Qは対称行列とみなし
てよい．

問題3

微分可能な関数 f : R
n → R が R

n にて凸関数である必要十分条件は

f(x) ≥ f(y) + 〈∇f(y), x − y〉, ∀x, y ∈ R
n

であることを示せ．
問題４
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微分可能な関数f : R
n → RがR

nにて凸関数である必要十分条件は

〈∇f(y) − ∇f(x), y − x〉 ≥ 0, x, y ∈ R
n

であることを示せ.

問題５
線形独立制約想定（定義６）を満たす実行可能解x∗はMangasarian-Fromovitzの制

約想定（定義１０）を満たすことを示せ．
問題６
勾配ベクトル射影法にて、xk = P(xk − ∇L̂x(x

k, wk, µk); b, u) を満たすxkが該当
する最適化問題のKKT条件を満たしていることを示せ．
問題７
一般の非線形計画問題を考える．





最小化： f(x)

条件： gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , ℓ

hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , m

この問題に対して双対問題を定義せよ．
問題８
定理１２（弱双対定理）を上記の問題７に拡張し，証明もせよ．
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Chapter 5

凸2次計画問題 (Convex
Quadratic Programming,
CQP)，２次錐計画問題
(Second-Order Cone
Programming, SOCP)，半正定
値計画問題 (Semidefinite
Programming, SDP)
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• ここでは非線形計画問題の中でも簡単な問題として分類される2次錐計画問題と半正
定値計画問題を扱う

• これらの問題は錐という概念を用いると線形計画問題の拡張としてもみなすことがで
きる

• 多項式時間アルゴリズムである主双対内点法で効率良く解ける
• 線形計画問題より一般的な問題記述能力がある
• 定式化が少し難しいので完全に理解されたり利用されていない

nonlinear programming

convex programming

(convex) quadratic programming

linear programming

semidefinite programming

second−order cone programming
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5.1 凸2次計画問題 (Convex Quadratic Programming,
CQP)

• まず次の凸2次計画問題について考える





最小化：
1

2
xTQx + qT x

条件： Ax = b

x ≥ 0

ただし，Q � O

(5.1)

• ここで f(x) = 1
2
xTQx + qTxは凸関数である

• これはQ � O，つまり対称行列Qが半正定値行列であることと同値である

• Q � O ⇔ Qの全ての (実数)固有値は非負である
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5.1.1 応用例：Markovitzのポートフォリオモデル

• n株の投資を考え，各銘柄 iに投資する比率xiを求めたい

株 iの収益率 ri i = 1, 2, . . . , n (正規分布に従う確率変数)

株 iの収益率の期待値 µi = E[ri] i = 1, 2, . . . , n

株 iの収益率の分散 σ2
i = E[(ri − µi)

2] i = 1, 2, . . . , n

株 iと jの共分散 E[(ri − µi)(rj − µj)] i, j = 1, 2, . . . , n

株 iと jの相関係数 ρi,j =
E[(ri−µi)(rj−µj)]

σiσj
i, j = 1, 2, . . . , n

各株に投資する比率 R
n ∋ x ≥ 0

n∑

i=1

xi = 1

全体の収益率
n∑

i=1

xiµi = µTx

全体の分散
n∑

i=1

n∑

j=1

σiσjρi,jxixj = xT Gx G � Oは分散共分散行列

• 全体の収益率と分散リスクのバランスを考慮するパラメータκ ≥ 0を導入する





最大化： µTx − κxTGx

条件： eTx = 1

x ≥ 0
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最大化： µTx − κxTGx

条件： eTx = 1

x ≥ 0

• 保守的な選択でリスクを重視する場合はκを大きくあらかじめ決める

• 利益を優先する場合はκを小さく決める

• 分散共分散行列Gは半正定値行列である

• 目的関数の符号を反転することにより (5.1)に帰着し、凸2次計画問題になる





最小化： κxT Gx − µTx

条件： eTx = 1

x ≥ 0

• (5.1)は単体法，内点法や特化されたアルゴリズムによって解ける．
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5.2 2次錐計画問題 (Second-Order Cone Programming,
SOCP)

2次錐

Kn =



(x0; z) ∈ R × R

n−1 :

√√√√
n−1∑

i=1

z2
i ≤ x0





=
{
(x0; z) ∈ R × R

n−1 : ‖z‖2 ≤ x0

}

140



定義１

ある集合C ⊆ R
ℓが 2次錐制約で書き表わせるとはR

ℓからR
nのアフィン写

像が存在し，その値域が 2次錐に入っている時をいう．
つまり，行列A ∈ R

n×ℓとベクトル b ∈ R
nが存在し，

y ∈ C ⊆ R
ℓ ⇔ (x0, z) = Ay + b, (x0, z) ∈ Kn ⊆ R

n

となる時である．
この場合，集合Cは凸集合である．
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命題２

ベクトルw ∈ R
nとスカラー t, s ∈ Rについての制約

wT w ≤ ts, t ≥ 0, s ≥ 0

(双曲型制約)は 2次錐制約を用いて
∥∥∥∥
(

t − s

2w

)∥∥∥∥
2

≤ t + s

として書ける．つまり，(t + s; (t − s, 2w)) ∈ Kn+2．

証明

4wT w + t2 + s2 ≤ 4ts + t2 + s2 ⇔ ∑n
i=1(2wi)

2 + (t − s)2 ≤ (t + s)2

⇔
∥∥∥∥
(

t − s

2w

)∥∥∥∥
2

≤ t + s

�

以下，2次錐制約で書ける例題を幾つか示す
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5.2.1 凸2次制約

• 次の凸2次制約を考える：1
2
xTQx + qT x + p ≤ 0，ただし，Q � Oは対称半正定

値行列, q ∈ R
n, p ∈ Rはスカラーである．

• Qは半正定値行列なので Q = RT Rとなるような行列R ∈ R
n×n が存在する

1

2
xTQx + qT x + p ≤ 0

1

4
xTRTRx ≤ −1

2
(qTx + p)

(
1

2
Rx

)T (1

2
Rx

)
≤ −1

2
(qTx + p)1

命題２においてw = 1
2
Rx, t = −1

2
(qT x + p), s = 1と置き，上記の左辺は常に非負

であることから t, s ≥ 0になるので
∥∥∥∥

−1
2
(qT x + p) − 1

Rx

∥∥∥∥ ≤ −1
2
(qTx + p) + 1

(
−1

2
(qT x + p) + 1;

( −1
2
(qT x + p) − 1

Rx

))
∈ Kn+2
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5.2.2 2次錐として書ける不等式制約

話を少し抽象化して，g(x) = 1
2
xT Qx + qTx + pとすると，g(x) ≤ 0を満たすxの集合

は 2次錐制約で書けることになる．

その他の例:

• 恒等式 g(x) = α − x

• 線形不等式 g(x) = qTx + p

• Euclideanノルム g(x, t) = ‖x‖2 − t

• Euclideanノルムの2乗 g(x, t) = xT x − t

• 凸2次関数 g(x) = 1
2
xTQx + qT x + p，ただしQ � O

• 2次分数関数 g(x, s, t) =





xTx
s

− t, s > 0

0, s = 0, x = 0

+∞ それ以外

• 双曲線の片側 {(t, s) ∈ R
2 : 1 ≤ ts, t > 0}
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5.2.3 2次錐表現を保つ変換

• 2次錐集合の積

• 2次錐集合の直積

• 2次錐集合のアフィン変換

5.2.4 2次錐として書ける関数の変換

• 関数の最大値

• 非負重み付き和

• 定義域をアフィン変換で代入

5.2.5 2次錐として書ける集合

• {(t, x) ∈ R × R
2 : t ≤ √

x1x2, x ≥ 0, t ≥ 0}

• {(t, x) ∈ R × R
2 : t ≤ √

x1x2, x ≥ 0}
• {(t, x) ∈ R × R

2n
: t ≤ (x1x2 · · · x2n)1/2n

, x ≥ 0}

• {(x, y) ∈ R × R : xp ≤ yq, x ≥ 0, p, q 正整数, p ≥ q}
145



• {(t, x) ∈ R × R : xp/q ≤ t, x ≥ 0, p, q 正整数, p ≥ q}

• {(t, x) ∈ R × R : xp ≤ t, x ≥ 0, p 正整数}

• {(t, x) ∈ R × R
n : (

n∑

i=1

|xi|p)1/p = ‖x‖p ≤ t, p 正整数}

その他の例は [BEN-TAL2001]などに詳しく書かれている．

5.2.6 2次錐計画問題




最小化： cTx

条件： Ax = b

x ∈ Kn
(5.2)

2次錐

Kn =



(x0; z) ∈ R × R

n−1 :

√√√√
n−1∑

i=1

z2
i ≤ x0





=
{
(x0; z) ∈ R × R

n−1 : ‖z‖2 ≤ x0

}
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• 線形計画問題は 2次錐計画問題の特殊ケース

5.2.7 応用例：ロバスト最適化

• 次の線形計画問題を考える
{
最小化： cT x

条件： Ax − b ≤ 0
(5.3)

• 応用問題ではデータc, A, bに不確実性がかなりある

• 制約条件をaT
j x − bj ≤ 0, j = 1, 2, . . . , mとする

矩形な不確実性

c ∈ [c∗ − c̄, c∗ + c̄]

aj ∈ [a∗
j − āj, a∗

j + āj], j = 1, 2, . . . , m

bj ∈ [b∗
j − b̄j, b∗

j + b̄j], j = 1, 2, . . . , m

となっていて，(c, A, b) ∈ Uとする．
この場合不確実性データを持った線形計画問題 (5.3)の最適値は以下のようにして考え

られる
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最小化： t

条件： cT x ≤ t

Ax − b ≤ 0

(c, A, b) ∈ U

• 各制約式について見てみると

cTx − t ≤ 0, c ∈ [c∗ − c̄, c∗ + c̄] ⇒ (c∗)Tx + (c̄)T |x| − t ≤ 0

⇒
{

(c∗)Tx + c̄T y − t ≤ 0

−yi ≤ xi ≤ yi, i = 1, 2, . . . , n

}

aT
j x − bj ≤ 0,

aj ∈ [a∗
j − āj, a∗

j + āj]

bj ∈ [b∗
j − b̄j, b∗

j + b̄j]
⇒ (a∗

j)
T x + (āj)

T |x| − b∗
j + b̄j ≤ 0

⇒
{

(a∗
j)

T x + āj
T y − b∗

j + b̄j ≤ 0

−yi ≤ xi ≤ yi, i = 1, 2, . . . , n

}
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• 矩形な不確実性をもったデータに関しては次の線形計画問題が得られる





最小化： t

条件： (c∗)Tx + c̄T y − t ≤ 0

(a∗
j)

T x + āj
Ty − b∗

j + b̄j ≤ 0 j = 1, 2, . . . , m

−yi ≤ xi ≤ yi, i = 1, 2, . . . , n

楕円形な不確実性

c ∈ {c∗ + Cu : C � O, ‖u‖2 ≤ 1}(
aj

bj

)
∈
{(

a∗
j

b∗
j

)
+ Aj

(
u

v

)
: Aj � O,

∥∥∥∥
(

u

v

)∥∥∥∥
2

≤ 1

}
, j = 1, 2, . . . , m

となっていて，(c, A, b) ∈ Uとする．
この場合不確実性データを持った線形計画問題 (5.3)の最適値は以下のようにして考え

られる




最小化： t

条件： cT x ≤ t

Ax − b ≤ 0

(c, A, b) ∈ U
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