
線形写像

[写像]: 写像は概念としては関数や変換と同じで, 集合 X の各元 x に集合 Y の元 y を１つずつ対応させる規則

f をX から Y への 写像 といい, y を f(x) や y = f(x) などと表し, x の f による像 という. X を f の 定義域

(始域), Y を f の 値域 (終域)といい, 写像 f はこれらを明示して f : X → Y と表す．(なお，値が数のときは関数

といわれ,そうでないとき（例えばベクトルのとき）写像といわれることが多い.) X=Y のときには変換ともいう．
2つの写像 f, g : X → Y が, 全ての x∈X について f(x)=g(x) となるとき, f と g は等しい といい, f=g と表す.
また, f(x) と g(x) は恒等的に等しいともいい, (方程式 f(x)=g(x) と区別する為) f(x) ≡ g(x) とも表す.
1X(x) = x (x∈X) で定められる写像 1X : X → X は 恒等写像 (identity map(ping)) または 恒等変換 といい,
Id, IdX (または I) とも表される. 写像 f : X → Y, g : Y → Z に対し, h(x) = g(f(x)) で定まる写像 h : X → Z

を f と g の 合成写像 (X=Y=Z のときは 合成変換) といわれ, g◦f と表す. 即ち
(g◦f)(x) := g(f(x)) (x ∈ X)

写像 f : X → Y に対し, g(f(x)) = x, g(f(y)) = y (x∈X, y∈Y ) をみたす写像 g : Y → X が存在するとき (即ち,
g◦f = 1X , f◦g = 1Y のとき), g を f の 逆写像 (X=Y のときは 逆変換) といい, f−1 と表す. (このとき, f は g

の逆写像で, g−1=f である.) また f, g を (集合の) 同型写像 という.

[線型写像]: m×n K-行列 H に対し, n次元数空間 Kn からm次元数空間 Km への写像

f = fH : Kn → Km が fH(x) = Hx (x ∈ Kn)
で定まる. これを行列 H の定める 線形写像 といい, H を fH の表現行列という. m=n のとき fH は 一次変換 又

は 線形変換 ともいう．恒等変換 1Kn の表現行列は単位行列 En. ℓ×m K-行列 G の定める線形写像 g(y) := Gy

との合成写像 g◦f : Kn → Kℓ の表現行列は, (g◦f)(x) = g(Hx) = G(Hx) = (GH)x より積 GH.
f(x) = fH(x) = Hx は行列の積だから次の性質を持つ：x, y ∈ Kn, s ∈ K として,

[L1] f(x + y) = H(x + y) = Hx +Hy = f(x) + f(y), [L2] f(xs) = H(xs) = (Hx)s = f(x)s
y = f(x) = Hx (H = [hij ]) は次の様に n変数の定数項のない一次関数の m 個の組である:y1 = h11x1 + h12x2 + · · · + h1nxn...

...
ym = hm1x1 + hm2x2 + · · · + hmnxn

一般に, K 上のベクトル空間 V から W への写像 f : V →W が上記 [L1], [L2] の性質をもつ，即ち
[L1] f(a + b) = f(a) + f(b) (a, b ∈ V )
[L2] f(as) = f(a)s, f(sa) = sf(a) (a ∈ V, s ∈ K)

をみたすとき f を (K 上の) 線形写像 (一次写像) といい, この性質を 線形性 という．和，スカラー倍を保つ, あ
るいは 和，スカラー倍と交換する ともいう．V = W のとき f : V → V は V の 一次変換, 線形変換 ともいう．
[L2] で s=0,−1 として次の [L3] を得る.

[L3] f(0) = 0, f(−a) = −f(a). (より詳しくは f(0V ) = 0W , 0V ,0W は V,W の零ベクトル.)
(∵) f(0V ) = f(0V 0)

L2
= f(0V )0 = 0W . f(−a) = f((−1)a)

L2
= (−1)f(a) = −f(a).

例 1 次の写像 f1, f2 : R2 → R2 において f1 は線形写像であり， f2 は線形写像ではない.

f1

([
x
y

])
=

[
x+ y
2y

]
=

[
1 1
0 2

] [
x
y

]
, f2

([
x
y

])
=

[
x2 + y
x+ 1

]
f1 が行列で表されるので [L1],[L2] をみたす事は容易に確かめられる: a = t[a1, a2], b = t[b1, b2], s∈R とするとき,

f(a+b) = f
([

a1+b1

a2+b2

])
=
[
(a1+b1)+(a2+b2)

2(a2+b2)

]
=
[
a1+a2

2a2

]
+
[
b1+b2

2b2

]
= f(a)+f(b),

f(sa) = f
([

sa1

sa2

])
=
[
sa1+sa2

2sa2

]
= s
[
a1+a2

2a2

]
= sf(a).

f2 は 第２成分に定数項があるので f2(0) = t[0, 1] ̸= 0 より [L3]を満たさない．

また, 第１成分は１次関数ではないので, 次の例の様に [L1],[L2] を満たさない: a=
[
1
0

]
, b=2a=

[
2
0

]
, s=3 のとき

f2(a+b)=f2(3a)=f2

([
3
0

])
=
[
9
4

]
. f2(a)+f2(b)=

[
1
2

]
+
[
4
3

]
=
[
5
5

]
̸= f2(a+b). 3f2(a)=3

[
1
2

]
=
[
3
6

]
̸= f3(3a)

よって線形写像ではない.

例 2 K 上のベクトル空間 V と V のベクトルの組 A=[a1 · · · an] に対し, 写像 φA : Kn → V を

φA(x) = Ax = a1x1+ · · ·+anxn (x ∈ Kn)
で定めると線型写像になる. ([L1],[L2] をみたす事を確かめればよい.)
(∵) [L1]: φA(x+x′)=A(x+x′)=Ax+Ax′=φA(x)+φA(x′), [L2]: φA(xt)=A(xt) = (Ax)t=φA(x)t による.



例 3 Mm.n(K) を m×n K-行列全体のつくるベクトル空間, A,B をそれぞれ ℓ×m K-行列, n×k K-行列とすると
き, A,B を左右から掛ける写像 f は線型写像になる.

f : Mm.n(K) →Mℓ.k(K), f(X) = AXB

(∵) X, Y ∈Mm.n(K), s∈K に対し,

[L1]: f(X+Y ) = A(X+Y )B = (AXB)+(AY B) = f(X)+f(Y ). [L2]: f(sX) = A(sX)B = s(AXB) = sf(X).

[L1]+[L2] は次の [L4] と同値であり, [L4] を繰り返し使えば次の [L5] を得る:
[L4] f(as+ bt) = f(a)s+ f(b)t

[L5] f(a1s1+ · · ·+ansn) = f(a1)s1+ · · ·+f(an)sn, f
( n∑
i=1

aisi
)

=
n∑
i=1

f(ai)si

(∵) [L1]+ [L2]⇒[L4]: f(as + bt)
[L1]
= f(as) + f(bt)

[L2]
= f(a)s + f(b)t.

[L4]⇒[L1]: t=0 とすれば, f(as) = f(as+0V 0)
[L4]
= f(a)s+f(0V )0 = f(a)s+0W = f(a)s より [L1] を得る.

[L4] ⇒ [L2] : s=t=1 とすれば, f(a+b) = f(a1 + b1)
[L4]
= f(a)1 + f(b)1 = f(a)+f(b) より [L2] を得る.

[L5]: 左辺
[L4]
= f(a1s1 + · · · + an−1sn−1) + f(an)sn

[L4]
= · · · [L4]

= f(a1)s1 + · · · + f(an)sn = 右辺.

∴ f(
∑n

i=1 aisi) =
∑n

i=1 f(ai)si (一次結合の像は像の一次結合になる.)

[L5] は, A = [a1 · · · an], s = t[s1 · · · sn], a1s1+ · · ·+ansn = As とすれば,

f(As) = f(a1s1+ · · ·+ansn)
[L5]
= f(a1)s1+ · · ·+f(an)sn = [f(a1) · · · f(an)]

s1...
s1

 = [f(a1) · · · f(an)]s.

ここで便宜的に [f(a1) · · · f(an)] を f(A) と表すと (通常 (
∏n
i=1 f)(A) や (f× · · ·×f)(A) と表すが略した)

[L5]’ f(As) = f(A)s ( f(A) := [f(a1) · · · f(an)] )

H=[h1 · · · hk] を n×k K-行列 とするとき, ベクトルの組 AH=[Ah1 · · · Ahn] についても,

f(AH) = f([Ah1 · · · Ahk]):=[f(Ah1) · · · f(Ahk)]
[L5]’
= [f(A)h1 · · · f(A)hk]=f(A)[h1 · · · hk] = f(A)H より,

[L5]” f(AH) = f(A)H (A=[a1 · · · an], H=[h1 · · · hk] (n×k 行列))

例 4 数ベクトル空間の間の線形写像 f : Kn → Km (V=Kn, W=Km) は, 基本ベクトルの組 [e1 · · · en]=En に
対し, h1=f(e1), . . . ,hn=f(en), H=[h1 · · · hn] (m×n 行列) (f(En) = H) とおくとき ,

f(x) = Hx = fH(x) (x ∈ Kn)
即ち, 数ベクトル空間の間の線型写像は行列によって表される.
(∵) [L5]’ より f(x) = f(Enx) = f(En)x = Hx. より詳しくは x = t[x1 · · · , xn] = e1x1+ · · ·+enxn と [L5] より,

f(x) = f(e1x1+ · · ·+enxn)
L5
= f(e1)x1+ · · ·+f(en)xn = h1x1+ · · ·+hnxn = Hx

線型写像の表現行列 一般の場合にも, 基底を定めれば線形写像は上の例 4と同様にして, 次の様に行列で表される:
以下, V,W を K 上のベクトル空間, A = [a1 · · · an] を V の基底 (dimV = n), B = [b1 · · · bm] を W の基底

(dimW = m), f : V →W を線形写像とする．

このとき, 各 f(aj) は W のベクトルだから基底 B = [b1 · · · bm] の一次結合で表せて,

f(aj) =
m∑
i=1

bihij = b1h1j+ · · ·+bmhmj = [b1 · · · bm]

 h1j...
hmj

 = Bhj (j = 1, . . . , n)

H = [h1 · · · hn] = [hij ] (m× n 行列) とおけば,
f(A) = [f(a1) f(a2) · · · f(an)] = [Bh1 · · · Bhn] = B[h1 · · · hn] = BH. ∴ f(A) = BH

この行列 H = Hf を 基底 A, B に関する f の表現行列 という．f が一次変換 f : V → V のときは一組の基底 A

に関する表現行列 f(A) = AH を考え，n 次正方行列 H を, 一次変換 f の基底 A に関する表現行列という．

例 4 の行列 H は基底 En, Em に関する線型写像 f : Kn → Km の表現行列である.
注 表現行列 H は次の様に, f(a1), . . . , f(an) を縦に並べ, 各 f(aj) を横に展開してから転置をとっても求まる: f(a1)...

f(an)

 =

b1h11 + b2h21 + · · · + bmhm1...
...

...
b1h1n + b2h2n + · · · + bmhmn

 =

h11 h21 · · · hm1...
...

. . .
...

h1n h2n · · · hmn

 b1...
bm

 = tHtB を転置して

f(A) = [f(a1) f(a2) · · · f(an)] = BH = [b1 b2 · · · bm]

 h11 h12 · · · h1n
h21 h22 · · · h2n...

...
. . .

...
hm1 hm2 · · · hmn





定理 (4.12) [p114(1)] (表現行列と座標) 線型写像 f : V →W の,基底 A,B に関する表現行列をH (f(A) = BH),
v∈V の A に関する座標を x∈Kn (v = Ax), f(v)∈W の B に関する座標を y∈Km (f(v) = By) とするとき,
(1) y = Hx

(∵) By = f(v) = f(Ax) = f(A)x = (BH)x = B(Hx).

定理 (4.11) [p46] (合成写像と表現行列) f : V →W , g : W → U を線形写像,
A, B, C = [c1 · · · cℓ] をそれぞれ V , W , U の基底
f の A, B に関する表現行列を F = [fij ] ( f(A) = BF , F は m×n 行列)
g の B, C に関する表現行列を G = [gij ] ( g(B) = CG, G は ℓ×m 行列) とするとき,
合成写像 g ◦ f : V → U の A, C に関する表現行列は, 表現行列の積

GF ((g◦f)(A) = C(GF ), GF は ℓ× n 行列)
(∵) (g◦f)(A) = g(f(A)) = g(BF ) = g(B)F = (CG)F = C(GF ) より求める表現行列は GF .

定理 (4.13) [p115(2)] (基底変換と表現行列)

A, A′=[a′
1 · · · a′

n] を V の基底, 変換行列を P (A′=AP , P は n次正則行列),
B, B′=[b′

1 · · · b′
m] をW の基底, 変換行列を Q (B′=BQ, Q は m次正則行列),

線型写像 f : V →W の基底 A,B に関する表現行列を H (f(A) = BH),
基底 A′, B′ に関する表現行列を H ′ (f(A′) = B′H ′)) (H,H ′ は m×n行列) とするとき
(2) H ′ = Q−1HP

(∵) f(A′)=B′H ′=(BQ)H ′=B(QH ′), f(A′)=f(AP )=f(A)P=(BH)P=B(HP ) より QH ′=HP . ∴ H ′ = Q−1HP .

例 5 線型写像 fH : Kn → Km (fH(x) = Hx) の, 基底 A=[a1 · · · an], B=[b1 · · · bm] に関する表現行列 H ′ は,

fH(A)=fH(EnA)
[L5]”
= fH(En)A = HA = (BB−1)HA = B(B−1HA) = BH ′ よりH ′ = B−1HA.

[5.1](表現行列の標準形) 線形写像 f : V → W は V,W の基底 A=[a1 · · · an], B=[b1 · · · bm] をうまく選ぶこ
とによりその表現行列を標準形 Fr(m,n) に出来る. 即ち, (正射影の様に )

f(A) = BFr(m,n) = B

[
Er O
O O

]
(r = rankH) ⇐⇒ f(ai) =

{
bi 1 5 i 5 r
0 r < i 5 n

(∵) f の 基底 A′, B′ に関する表現行列 H は, ある正則行列 P,Q によって Q−1HP=Fr(m,n)=F と標準形に変
形できた. (2章定理 [4.2]) このとき, A=A′P, B=B′Q と基底を変換すると, (2)よりH ′ = Q−1HP=Fr(m,n).

系 (4.14) [p118(5)] (一次変換の基底変換) 一次変換 f : V → V のときは, (2)で A=B, A′=B′, Q=P として,
(5) H ′ = P−1HP

このとき H と H ′ は 相似 であるという．従って, 互いに相似な行列は, 同一の一次変換のいろいろな基底に対す
る表現行列と考えられ，相似により不変な行列の性質は一次変換の性質と考えることが出来る. 例えば, どの基底
に対する f の表現行列の行列式, トレースも 式 (5)により同じ値をもつので, これらを一次変換の行列式，トレー
スと定義できる. また， P−1HP が簡単になるとき（例えば対角行列）標準形と呼ぶが，これは次章で考える．

線形写像の核と像

一般に, 集合間の写像 f : X → Y に対し, x ∈ X の像全体である Y の部分集合を X の f による 像 (image) と
いい, f(X) または Im f と表す. 即ち,

f(X) = Im f := {f(x)∈Y |x∈X} = {y∈Y | y=f(x) となる x∈X がある } ⊂ Y

f がベクトル空間 V,W の間の線型写像 f : V →W のとき, W の零ベクトル 0 に移る V のベクトル全体の集合

Ker f := {a∈V | f(a) = 0}
を f の 核 (kernel) という.

例 6 f=fH : Kn → Km, f(x)=Hx, H=[h1 · · · hn] (m×n行列) のとき,
Im f=⟨h1, · · · ,hn⟩. (∵) y=f(x)∈ Im f,x=t[x1 · · ·xn] ⇔ y=f(x)=Hx=

∑n
i=1 hixi ⇔ y∈⟨h1, · · · ,hn⟩.

Ker f={x∈Kn|Hx=0} =「Hx=0 の解空間」.

[4.4](線形写像の核と像) 線型写像 f : V →W に対し, (0V , 0W を V,W の零ベクトルとするとき)
(1) f の像 Im f=f(V ) は W の部分空間, (2) f の核 Ker f は V の部分空間.

(∵) (1) [S0]: 0W
[L3]
= f(0V )∈ Im f. [S1]: f(a)+f(a′)

[L1]
= f(a+a′)∈ Im f. [S2]: sf(a)

[L2]
= f(sa)∈ Im f による.

(2) [S0]: f(0V )
[L3]
= 0W より 0V ∈Ker f. a,a′∈Ker f (∴ a,a′∈V, f(a)=f(a′)=0W=0), s∈K に対し,

[S1] f(a+a′)
[L1]
= f(a)+f(a′)=0+0=0 より a,a′∈Ker f. [S2]: f(sa)

[L2]
= sf(a)=s0=0 より sa∈Ker f による.



定理 (4.15)[4.5](線形写像の次元定理) 線形写像 f : V →W に対し, dimV = dim Ker f + dim Im f.

(∵) V,W (dimV=n, dimW=m) の基底 A,B を f の表現行列 H が標準形 Fr(m,n) (r=rankH) になる様にとれ
ば Im f の基底は b1, . . . , br, dim Im f=r で, Ker f の基底は ar+1, . . . ,an, dim Ker f=n−r. 合わせて n=dimV .

例 7 m×n行列 H=[h1 · · · hn] により定まる線型写像 f=fH : Kn → Km, f(x)=Hx の場合:
Ker f={x∈Kn|Hx=0} =「Hx=0 の解空間」, 基底は基本解, その個数 = dim Ker f = n− rankH.
Im f=⟨h1, · · · ,hn⟩. 基底は H の軸列, その個数 = dim Im f = rankH. この和 = n = dimKn. (次元定理 [4.5] )

定理 (4.16)[5.2] 線形写像 f : V → W の 階数 rank f を rank f = dim Im f で定める. このとき, f の任意の基

底に関する表現行列 H に対し, rank f=rankH. (rankH=rankQ−1HP=rankFr(m,n)= dim Im f=rank f .)

階数のまとめ m×n行列 H の階数を与える同値条件として次を得ている:
(1) 標準型に現れる 1 の個数. (2) H の階段行列の 0 でない行数. (3) H の軸列の個数.
(4) H の一次独立な列ベクトルの最大個数. (5) H の一次独立な行ベクトルの最大個数.
(6) f(x)=Hx の階数 = 像 Im f の次元. (7) H の 0 でない小行列式の最大次数.

補足 一般に, 写像 f : X → Y について,
Y = f(X), 即ち, 各 y∈Y には y=f(x) となる x∈X があるとき写像 f は 全射, または Y の上への写像という.
x, x′∈X に対し, f(x)=f(x′) ⇒ x=x′ (対偶: x ̸=x′ ⇒ f(x)̸=f(x′))が成り立つとき f は 単射 (1対 1写像)という.
f が全射かつ単射のとき, f は全単射, または X と Y の間の 1 対 1 対応という. f が全単射のとき, 各 y∈Y
には y=f(x) となる x∈X が唯１つあるので, g(y) をこの x と定める事により写像 g : Y → X が定まり,
g(f(x))=x, f(g(y)) = y. 即ち, 集合間の全単射 f は集合の同型で, この g は f の逆写像.

• 線形写像 f : V →W に対し, (1) f が全単射なら, 逆写像 g も線型写像. (2) f が単射 ⇔ Ker f={0}.
(∵) (1) g が f の逆写像より, 一般に (∗): g(f(v))=v が成立. w,w′∈W, g(w)=v , g(w′)=v′∈V, s∈K とする.

[L1]: g(w+w′)=g(f(v)+f(v′))
f :L1
= g(f(v+v′))

(∗)
= v+v′=g(w)+g(w′). [L2]: g(sw)=g(sf(v))

f :L2
= g(f(sv))=sv=sg(w).

(2) (⇒) v∈Ker f ⇔ f(v)=0=f(0). f : 単射 ⇒ v=0. ∴ Ker f={0}.
(⇐) f(v)=f(v′) ⇔ f(v−v′)=f(v)−f(v′)=0. ∴ v−v′∈Ker f={0} より v−v′=0. v=v′. よって f は単射.

同型である線形写像 f : V → W を線型同型写像という. 上の (1) より逆写像も線型同型写像. このとき, V と W

は 線型同型, またはベクトル空間として同型という. (V と W は f により同じものと見なせるということ.)

• V のベクトルの組 A=[a1 · · · an] に対し, 線型写像 φA : Kn → V を φA(x)=Ax で定めたが,
(1) A が生成系 ⇔ v∈V には Ax=v となる x∈Kn がある ⇔ φA は全射.
(2) A が一次独立 ⇔ Ax=0V となる x∈Kn は 0n のみ⇔ KerφA={0} ⇔ φA は単射. (上の (2)による)
(3) A が基底 ⇔ φA は全単射 = Kn と V は線型同型. 逆写像 ψA が v∈V の座標 x=ψA(v) を与える線型同型.
(4) n次元ベクトル空間は全て Kn と線型同型なので, 次元が等しいベクトル空間同士は (Kn を通じて)線型同型.

以上より, 抽象的なベクトル空間や線型写像でも, 基底を定め, 座標や表現行列を考える事により, (理論的には)数
ベクトルや行列に帰着することが出来る. (実際の計算においては直接求める方が早いかもしれないが.)

参考: 座標を与える線型同型 (x=ψA(v) 等), 線型写像 (f : V→W 等), 表現行列 (H 等) の関係を図式で表すと:

v∈V
f //

ψA ∼=
��

W∋w

ψB∼=
��

g // U∋u

ψC∼=
��

x∈Kn
H·

// Km∋y
G·

// Kℓ∋z

v∈V
ψA′

∼=zzttttttttt
ψA ∼=

��

f // W∋w

ψB∼=
��

ψB′

∼= %%KKKKKKKKK

x′∈Kn

P ·
// x∈Kn

H·
// Km∋y

Q−1·
// Km∋y′

(ここで, f(v)=w, ψA(v)=x, ψB(w)=y , H·x=Hx=fH(x), ∼= は線型同型, 等を表し,
図式は, (最左では) y=ψB(w)=ψB(f(v))=H(ψA(v))=Hx, 等を表しており, これらの図式は可換という.)


