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第３章．完全性
以下では，sentence のみを考え，完全性の証明を行う．

⊥ TT ∈⇒ϕϕ
定義３．１．４
（１） Tが sentence の集合で，
　　　のとき， T は theory と呼ばれる．

（２） theory Tに対して，
　　　となる Γはtheory Tの axiom set と呼ばれる．また
　　　 Γの要素は axiom と呼ばれる．

（３） ∃xϕ(x) となる任意のsentence に対して，
　　　∃xϕ(x) → ϕ(c) ∈T となる定数 c が存在するならば，
　　　theory Tは Henkin theoryという．
　　　また，定数 c を∃xϕ(x) のwitness と呼ぶ．

}|{ ϕϕ Γ=T
⊥
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}|{ ϕϕ Γ=T

⊥

（注意）　任意の Γに対して
　　　　　　とおくと，Tは theory となる．

⊥

TT ∈⇒ϕϕ（証明） を示す．

ϕT

⊥

と仮定する．従って

ϕσσ k,,1 Λ

⊥

ここで，

kii ≤≤Γ 1,σ

⊥

kiTi ≤≤∈ 1,σ
(3-1)

である．従って

(3-2)
導出(3-1)と(3-2)から新たに

ϕΓ
⊥

が得られ，Tの定義から ϕ∈T となる．
証明終
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定義３．１．５　Tを language Lにおける theory， T’を

language L’における theory とする．

(1)　 T⊆ T’が成立つとき， T’を T の extension という．
(2)　T’∩ L = Tが成立つとき（　　　　　　　　　　　　　　　），
T’を T の conservative extension という．

ψT
⊥

⇒ψ'T

⊥

具体例　
　language L’を以下のようなアルファベットとする．

命題記号：

結合子：

補助記号：　　(,)

Λ,, 21 pp

⊥↔¬→∨∧ ,,,,,
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language Lを，結合子を∧，→，⊥に制限したものとする．
また，T’を L’から作られる命題の集合， Tを Lから作られ
る命題の集合とする．そうすると， T’は Tの conservative 
extension になる．

定義３．１．６　 Tを language L上の theory とする． language 
L’を以下のように定義する．sentence ∃xϕ(x) に応じ，新たな
る定数 cϕを Lに加える．さらに，T* を axiom set

)}()({ ϕϕϕ cxxT →∃∪

から得られる theory とする．
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補題３．１．７　 T* はTの conservative extension である．

補題３．１．７の証明
（第１段階）　∃xϕ(x) → ϕ(c) を新しく加えた axiom とする．

ψϕϕ )()(, cxx →∃Γ

⊥

(3-3)

と仮定する．ここで，ψは c を含まず，Γはc を含まない sentence
の集合とする．以下では

ψΓ

⊥

を示す．
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(3-3) に→Iを適用すると

ψϕϕ →→∃Γ ))()(( cxx

⊥

ψϕϕ →→∃Γ ))()(( yxx
上の導出は yを含まないとすると

⊥

∀Iを適用すると

)))()((( ψϕϕ →→∃∀Γ yxxy

⊥

(3-4)

)()()( yxxy ϕϕσ →∃= とする．
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従って

))(())(( ψσψσ →∃→→∀ yyyy

⊥

]))()(([]))()([( ψϕϕψϕϕ →→∃∃→→→∃∀ yxxyyxxy

⊥

(3-5)
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ψϕϕ →→∃∃Γ ))()(( yxxy

⊥

(3-6)

が得られる．さらに

ψϕϕ →∃→∃Γ ))()(( yyxx

⊥

(3-7)

となる．（証明省略）

(3-8))()( yyxx ϕϕ ∃→∃

⊥

という関係があるので，(3-7) と (3-8) から

ψΓ

⊥

が示せた．
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（第２段階）

LT ∈∃ψψ*

⊥

とする．

T* は theory であるから

*T∈ψ
従って，T* の定義から

ψσσ },,{ 1 nT Λ∪ ⊥ (3-9)

となる．ここで，σiは∃xϕ(x) → ϕ(c) という形の axiom である．

T* がTの conservative extension であることは

ψT

⊥

⇒ψ*T
⊥

と等価なので， ψT
⊥

を以下で示す．
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(3-9) の nに関する数学的帰納法により

ψT

⊥

を証明する．

(i) n= 1の場合：　第１段階で証明済み
(ii) n=k+1の場合：　数学的帰納法の仮定から

ψψσσ TT k ⇒∪ },,{ 1 Λ

⊥ ⊥

ψσσ },,{ 11 +∪ kT Λ ⊥

と仮定する．

},,{' 1 kTT σσ Λ∪= とすると

ψσ 1,' +kT ⊥

となり，第１段階の結果を適用すると
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ψ'T

⊥

が得られ，これは

ψσσ },,{ 1 kT Λ∪ ⊥

と等価なので，数学的帰納法の仮定から

ψT

⊥

が示せた．

証明終
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補題３．１．８

Υ
0

10 )*,(,
≥

+ ===
n

nnn TTTTTT ω

と定義すると，Tωは Henkin theory であり，Tの conservative
extension である．

補題３．１．８の証明

(i) TnがTの conservative　extension であることの証明

数学的帰納法で証明する．
(i-i) n = 0 の場合

ψT
⊥

⇒ψT

⊥

T0はTの conservative　extension である．
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(i-ii) n = k+1 の場合
　帰納法の仮定から

ψT

⊥

⇒ψkT

⊥

*)(1 kk TT =+ であるから，補題３．１．７を適用するととする．

ψψ kk TT ⇒+1

⊥ ⊥

従って

ψψ TTk ⇒+1

⊥ ⊥
Tk+1はTの conservative　extension である．
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(ii) Tωが theory であることの証明

σωT

⊥

と仮定する．従って

σϕϕ n,,0 Λ

⊥

ωϕϕ Tn ∈,,0 Λ

である．また

imi mTni
i

∃∈≤∀ ϕ
が成立つ．

}|max{ nimm i ≤=

と定めると，定義から

1+⊆ kk TT
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であるから

niTT mmi
≤∀⊆ ,

従って

σmT

⊥

Tmは定義から theory であるので

ωσ TTm ⊆∈

となる．

(iii) Tωが Henkin theory であることの証明
　Tnの language を Ln とし， Tωの language を Lω とする．

ωϕ Lxx ∈∃ )(
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とすると

nLxx n ∃∈∃ )(ϕ
となるので，定義から

1)()( +∈→∃ nTcxx ϕϕ
となり，

ωϕϕ Tcxx ∈→∃ )()(

(iv) TωがTの conservative　extension であることの証明

σnT

⊥

ωTTn ⊆とすると だから

σωT

⊥
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TnはTの conservative　extension であるから ((i)から)
σT

⊥

TωがTの conservative　extension であることが示せた．

証明終
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（注意）
T’が Tの conservative extension とする．
Tが無矛盾であれば， T’も無矛盾である．

（証明）

背理法を用いて証明する．
まず，T’が矛盾していると仮定する．すなわち

⊥'T

⊥

T’は Tの conservative extension であるから

⊥T
⊥

T は無矛盾という前提に反する．
証明終
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補題３．１．１１　Γが無矛盾であるならば， Γはモデルを持つ．
即ち，∀ϕ∈ Γに対して，

ϕ=|u

となる structure uが存在する．

補題３．１．１１の証明

Tを

}|{ ϕϕ Γ=T

⊥

として， Γから得られる theory とする．明らかに

T⊆Γ
となり， Tは無矛盾である．
（ Tが矛盾しているとすると， Γ も矛盾となり仮定に反する．）
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Tは無矛盾な Theory であり， Tを含む極大無矛盾なTheory Tm
が存在する．
（証明は，補題１．５．７「無矛盾な命題論理式の集合に対して，

それを含む極大無矛盾な命題論理式の集合が存在する」と同様．）

従って，

mTT ⊆⊆Γ

となり， TmのモデルはΓのモデルとなる．

ϕ=|u

何故ならば，∀ϕ∈ Tmに対して

となる structure uが存在すれば，∀ϕ’∈ Γ⊆ Tmに対して

'| ϕ=u

となる．
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Tmに対するモデル， structure uを以下に示す．

１．universe A： Tmの language L上の閉じた term の集合

２．引数の数が kの関数記号 fに対して，fの解釈 fuを

),,(),,( 11 k
u

k ttfttf ΛΛ =

ktt ,,1 Λ は閉じた term なので， ),,( 1 kttf Λと定める．

も閉じた term であり，Aの要素である．

３．引数の数が pの述語記号 P に対して，Pの解釈 v(P) を
以下のように定める．

⎩
⎨
⎧

=
otherwise0

),,(if1
)),,(( 1

1
pm

p

ttPT
ttPv

Λ
Λ

⊥
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このとき，∀ϕ∈ Tmに対して

ϕ=|u

となることを，構造的帰納法を用いて証明する．
（∧，→，∀のみを考える）

),( 1 pttP Λ=ϕ(i) の場合

mp TttP ∈),( 1 Λ であるから

⊥

),( 1 pm ttPT Λ

定義から

1)),,(( 1 =pttPv Λ
従って

),,(| 1 pttP Λ=u
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mT∈∧τσ
(ii)

であるから

⊥ τσ ∧mT
このとき，

σmT τmT

⊥⊥

かつ

Tmは Theory であるから

mT∈σ mT∈τかつ

帰納法の仮定から

σ=|u τ=|uかつ

補題２．４．５(i) から

τσ ∧=|u
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mT∈→τσ
(iii)

であるから

⊥ τσ →mT
このとき，

σmT

⊥

τmT

⊥

(3-10)ならば

である．

⊥ τσ →mT と σmT
⊥

に →E を適用すれば明らか
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(3-10)から

mT∈σ mT∈τならば

となる．このとき帰納法の仮定から

σ=|u τ=|uならば

が得られ，補題２．４．５ (iv) から

τσ →=|u

となる．
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)(xxψϕ ∀=(iv) の場合

mTxx ∈∀ )(ψ であるから

)(xxTm ψ∀⊥

任意の閉じた tに対して

)(tTm ψ⊥

となる． Tmは Theory であるから

mTt ∈)(ψ

このとき，帰納法の仮定から

)(| tψ=u

となる．



No. 28
任意の閉じている term tに対して

)(| tψ=u

であるから，補題２．４．５ (vi) から

)(| xxψ∀=u

証明終
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定理３．１．３　（完全性）

ϕϕ =Γ⇔Γ |

⊥

定理３．１．３の証明

健全性： ϕϕ =Γ⇒Γ |

⊥

証明済み．

については補題２．８．２で

ϕϕ Γ⇒=Γ |

⊥

を証明すればよい．

ϕϕ Γ⇒=Γ |

⊥

ϕϕ =Γ⇒Γ |
⊥

は

と等価なので，以下ではこれを証明する．
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ϕΓ

⊥

と仮定する．

}{ ϕ¬∪Γ(i) は無矛盾．（以下背理法で証明）

}{ ϕ¬∪Γ は矛盾しているとすると

⊥¬∪Γ }{ ϕ

⊥

RAA を適用すると

ϕΓ

⊥

となり， ϕΓ

⊥

に反する．

(ii) 補題３．１．１１を　　　　　　　　に適用すると，
　　∀ψ∈ Γに対して，

}{ ϕ¬∪Γ

ψ=|u
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かつ

ϕ¬=|u

となる structure uが存在する．

(iii) 従って，あるstructure uが存在し，∀ψ∈ Γに対して

ψ=|u ϕ≠|uかつ

を満足する（補題２．４．５ (iii) を適用）．

(iv) これは
ϕ=⇒Γ= || uu

とならないので，定義２．４．４から

ϕ≠Γ |
である． 証明終
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