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No. 2２．４　述語論理の解釈

similarity type )1;1,2;2(
に対するアルファベット Lは

１．述語記号：

２．関数記号：

３．定数記号：

４．変数記号，結合子，補助記号

=),,( 211 xxP

)(),,( 12211 xfxxf

1c

となる．ここで，この similarity type を持つ構造 (structure) u

)0,,,,( −+<= Zu

を考える．なお，Zは整数の集合である．



No. 3
この構造 (structure) uにおいて，各記号は

⎩
⎨
⎧ <

=
otherwise0

if1
),( 21

211

xx
xxP

21211 ),( xxxxf +=

112 )( xxf −=

01 =c
という意味を持つ．
　次に，構造 (structure) uのアルファベット Lを拡張した L(u) を

}|{)( ZmmLL ∈∪=u

と定める（定数記号 mを加える）．
mに対する定数記号



No. 4L(u) に関して，
閉じている term tの解釈 tuは， Zの要素を対応させることであり，
以下のように定める．

m

t ut
m

uu ttttf 21211 ),( +
uttf 112 )( −

( ) uuu
fffff )7()3,2()7(),3,2( 21211 +=

2732
)7(32

−=−+=
−++=

uuu
例１．
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L(u) に関して，
sentence (閉じている formula) ϕの解釈 v(ϕ) は真理値０，１を
対応させることである．命題論理と同様に以下のように定める．

⎩
⎨
⎧ =

==
otherwise0

if1
)(

uu st
stv

0)( =⊥v

⎩
⎨
⎧ <

=
otherwise0

if1
)),(( 1

uu st
stPv

命題論理と同様
□

⎭
⎬
⎫

¬ )(
)(

ϕ
ψϕ

v
v



No. 6
}|])/[(min{)( Znxnvxv ∈=∀ ϕϕ
}|])/[(max{)( Znxnvxv ∈=∃ ϕϕ

（注意）

)}(),(min{)( ψϕψϕ vvv =∧
)}(),(max{)( ψϕψϕ vvv =∨

であるから，∀と∃はそれぞれ，∧と∨の一般化とみなすことが
できる．

0)12( =−=v例２．１

12 −≠ であるから明らか
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))10,25()10(( 1Pv →−=例２．２

10 −≠ 0))10(( =−=vだから

0))10,25(( 1 =Pv1025 > 従ってだから

1)00())10,25()10(( 1 =→=→−= vPv

)),((maxmin)),(( 11 mnPvyxyPxv mn=∃∀例２．３

mnmnPv <= fi1)),(( 1 であるから

nを固定して考えると，任意の nに対して

1)),((max, 1 =∀ mnPvn m



No. 8
従って

1)),((maxmin)),(( 11 ==∃∀ mnPvyxyPxv mn

次に，解釈の一般的な定義を示す．

);,,;,,( 11 kaarr mn ΛΛsimilarity type が と与えられたとき

このsimilarity typeを持つ構造 (structure) u

}){,,,,,( 11 imn cFFPPA ΛΛ=u

を考える．対応する述語記号と関数記号をそれぞれ

mFF Λ,1nPP Λ,1

と定め，
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構造 (structure) uのアルファベット Lを拡張した L(u) を

}|{)( AaaLL ∈∪=u

と定める（定数記号として， aを加える）．

定義２．４．１　 L(u) 上の閉じている term tの解釈は，
以下の条件を満足する写像 ()u : TERMc→ Aである．　

aa

cc
u

i

u
i

=

=(i)

i
u

p
u

i
u

pi apttFttF == where),,(),,( 11 ΛΛ(ii)
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定義２．４．２　 L(u) 上の閉じている formula (sentence) ϕ
の解釈は，以下の条件を満足する写像 v() : SENT→ {0, 1} である．　

)1or0.e.(i:)( PPv =
0:)( =⊥v(i)

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈=

otherwise0
,if1:)),(( 1

1
i

u
p

u

pi
PttttPv ΛΛ(ii)

⎩
⎨
⎧ =

==
otherwise0

if1:)( 21
21

uu ttttv

)}(),(min{:)( ψϕψϕ vvv =∧(iii)

)}(),(max{:)( ψϕψϕ vvv =∨
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)}(),(1max{:)( ψϕψϕ vvv −=→

|)()(|1:)( ψϕψϕ vvv −−=↔
)(1:)( ϕϕ vv −=¬

}|])/[(min{:)( Aaxavxv ∈=∀ ϕϕ
}|])/[(max{:)( Aaxavxv ∈=∃ ϕϕ

(iv)

1)( =ϕv ϕ=|uのとき と書く．
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閉じていない formulaに対して，|= は以下のように定義する．

},,{)( 1 kzzFV Λ=ϕ定義２．４．３ のとき

ϕϕ kzzCl ∀∀= Λ1:)(
と定める．これは ϕの universal closure と呼ばれる．

定義２．４．４

)(| ϕCl=u ϕ=|u(i) のときのみ，

(ii)　対象とするsimilarity type を有する全ての構造 (structure) u
に対して， のとき

ϕ=|
と書く．

)(| ϕCl=u
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ϕ=|u のとき uは ϕのモデルという．(iv)

ϕ=| のとき ϕは恒真（トートロジー）という．(v)

},,{)( 1 kzzFV Λ=ϕ(vi) とする．

ϕkzz ∃∃= Λ1|u のときのみ， ϕはuで充足可能という．

また単に， ϕは充足可能ともいう．
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補題２．４．５　sentence に対して以下が成立つ．

ψϕψϕ ==⇔∧= |and|| uuu(i)

ψϕψϕ ==⇔∨= |or|| uuu(ii)

ϕϕ ≠⇔¬= || uu(iii)

)||(| ψϕψϕ =⇒=⇔→= uuu(iv)

)||(| ψϕψϕ =⇔=⇔↔= uuu(v)

Aaxax ∈∀=⇔∀= for]/[|| ϕϕ uu(vi)

Aaxax ∈∃=⇔∃= for]/[|| ϕϕ uu(vii)
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補題２．４．５の証明

(iv) の証明

ψϕ →=|u を仮定する．このとき

定義２．４．２から

1)}(),(1max{)( =−=→ ψϕψϕ vvv
1)( =ϕvϕ=|uであるから 即ち のとき

1)( =ψv
となる．従って

)||(| ψϕψϕ =⇒=⇒→= uuu

が証明された．
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ψϕ =⇒= || uu を仮定する．逆に

ψϕ →≠|u を仮定する（背理法）．

このとき

0)}(),(1max{)( =−=→ ψϕψϕ vvv
従って

1)( =ϕv 0)( =ψv

となり， ψϕ =⇒= || uu と矛盾する．従って

ψϕ →=|u

となり

ψϕψϕ →=⇒=⇒= |)||( uuu が証明された．
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(vii) の証明

ϕx∃=|u は定義２．４．２から

1}|])/[(max{)( =∈=∃ Aaxavxv ϕϕ
と等価である．これはまた

Aaxav ∈∃=1])/[(ϕ

ϕx∃=|uと等価である．従って は

Aaxa ∈∃= for]/[| ϕu

と等価となる．
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演習問題１５

補題２．４．５の(i) ，(ii)，(iii) , (v) と (vi) を証明せよ．
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