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１．３．１　論理積標準形と論理和標準形

定義１．３．７
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定義１．３．８

ijϕ を原子論理式または原子論理式の否定とする

Ι Υ
ni mj

ij
≤ ≤

= ϕϕ ：論理式 ϕの論理積標準形
(conjunctive normal form)

ΥΙ
ni mj

ij
≤ ≤

= ϕϕ ：論理式 ϕの論理和標準形
(disjunctive normal form)
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論理積標準形の例

)()( 4321 pppp ∨∧¬∨=ϕ

論理和標準形の例

)()( 4321 pppp ∧∨¬∧=ϕ

定理１．３．９　任意の論理式 ϕ∈ PROPに対して，論理積
標準形 ϕ∧ と論理和標準形 ϕ∨が存在し，
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が成り立つ．
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定理１．３．９の証明

{∨，¬}は完全である．即ち，任意の論理式は{∨，¬} のみで
表すことができる．ここでは結合子として， {∧，∨，¬}のみを
考える．

次に，論理式の構造的帰納法を適用して定理を証明する．

(a) ϕが原子論理式の場合 ϕϕϕ == ∨∧

(b) ψ , σ が定理を満足するとき， ϕ  = ψ ∧ σに対して定理が
成り立つことを示す．

(b-1) ψ , σ の論理積標準形をψ∧ , σ ∧ とする．明らかに
∧∧∧ ∧=⇔∧= σψϕσψϕ



No. 5(b-2) ψ , σ の論理和標準形をψ∨ , σ ∨ とする．
　定義から
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と表すことができる．ここで， ψi , σ jは原子論理式または
原子論理式の否定の論理積である．
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従って
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(c) ψ , σ が定理を満足するとき， ϕ  = ψ ∨ σに対して定理が
成り立つことを示す．

(b)と同様に証明できる．

(d) ψが定理を満足するとき， ϕ  = ¬ψ に対して定理が成り
立つことを示す．
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(d-1) ϕ の論理積標準形

ψ の論理和標準形ψ ∨を以下のように定める．

ΥΙ
ni mj

ij
≤ ≤

∨ = ψψ

ijψここで　　　は原子論理式または原子論理式の否定である．

ψϕ ¬=

Ι ΥΙ ΙΥΙ
ni mj

ij
ni mj

ij
ni mj

ij
≤ ≤≤ ≤≤ ≤
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¬⇔ ψψψ

ijψ¬ は　　　が原子論理式のとき，原子論理式の否定，
　　が原子論理式の否定のとき，原子論理式となる．

ijψ
ijψ

従って，上式は論理積標準形となる．
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(d-2) ϕ の論理和標準形

(d-1) と同様に証明できる．⇒演習問題5-1

以上証明終り
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１．３．２　双対定理

(I) 分配則
)()()( σϕψϕσψϕ ∨∧∨⇔∧∨ (1)

)()()( σϕψϕσψϕ ∧∨∧⇔∨∧ (2)

(II) ドモルガンの法則

ψϕψϕ ¬∧¬⇔∨¬ )( (3)

ψϕψϕ ¬∨¬⇔∧¬ )( (4)

式(1)と(2)は双対の関係（∨と∧を入換えた関係）にある．
また，式(3)と(4)も双対の関係にある．
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このとき，
•式(1)が成立すれば，式(2)も自動的に成立すること
•式(3)が成立すれば，式(4)も自動的に成立すること
を証明する．（双対定理の証明）
　一般に，ある論理式がトートロジーであれば，その双対な論理
式もトートロジーである．

定義１．３．１０　PROPから PROPへの写像 * を以下のように
定める

ϕϕ ¬=*
**)*( ψϕψϕ ∨=∧

ϕ は原子論理式のとき

**)*( ψϕψϕ ∧=∨

*)*( ϕϕ ¬=¬
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212121 **)*( pppppp ¬∧¬=∧=∨具体例

補題１．３．１２

ϕϕ ¬⇔*

証明　　構造的帰納法を用いて証明する．

(a) ϕが原子論理式のとき

ϕϕ ¬=*

(b) ψ , σ が補題を満足するとき， ϕ  = ψ ∧ σに対して補題が
成り立つことを示す．

( ) )(*** ψσψσψσψσ ∧¬⇔¬∨¬⇔∨=∧
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(c) ψ , σ が補題を満足するとき， ϕ  = ψ ∨ σに対して補題が
成り立つことを示す．

( ) )(*** ψσψσψσψσ ∨¬⇔¬∧¬⇔∧=∨

(d) ψが補題を満足するとき， ϕ  = ¬ψ に対して補題が成り
立つことを示す．

( ) ( )ψψψ ¬¬⇔¬=¬ **

証明終り
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定義１．３．１３　PROPから PROPへの写像 dを以下のように
定める（写像 dは双対の関係にある論理式への写像）

ϕϕ =d

ddd ψϕψϕ ∨=∧ )(
ϕ は原子論理式のとき

ddd ψϕψϕ ∧=∨ )(
dd ϕϕ ¬=¬ )(

具体例

212121 )( pppppp ddd ∧=∧=∨

2121 )*( pppp ¬∧¬=∨ であるから

dpppp )()*( 2121 ¬∨¬=∨
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定理１．３．１４　双対定理（Duality Theorem）

dd ψϕ ↔=|ψϕ ↔=| と は等価

定理１．３．１４の証明

],/,[ 11 nn pp ΛΛ ττϕ ： ϕ に現れる 全ての原子論理式
{pi}を{τi}に，同時に置き換
えて得られる論理式

写像 * と dの関係

(1) ϕ が原子論理式のとき

ϕϕ =dϕϕ ¬=*
(2) ϕ が原子論理式でないとき定義は同じだから

],/,[* 11 nn
d pppp ΛΛ ¬¬⇔ ϕϕ

（これは構造的帰納法で証明できる⇒演習問題5-2）
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従って

],/,[],/,[* 1111 nn
d

nn pppppppp ΛΛΛΛ ¬¬¬¬⇔¬¬ ϕϕ

d
nn pppp ϕϕ ⇔¬¬ ],/,[* 11 ΛΛ (5)

同様に

d
nn pppp ψψ ⇔¬¬ ],/,[* 11 ΛΛ (6)

ψϕ ↔=| ψϕ ⇔即ち とすると

ψϕ ¬⇔¬

** ψϕ ⇔ 補題１．３．１２

],/,[*
],/,[*

11

11

nn

nn

pppp
pppp
ΛΛ

ΛΛ
¬¬⇔

¬¬
ψ

ϕ
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式(5)と(6)を用いると

dd ψϕ ⇔ dd ψϕ ↔=|即ち

dd ψϕ ⇔逆に， が成立するとする．

dd ψϕ ⇔ψϕ ⇔ ）を用いると証明した結果（ ならば

dddd ψϕ ⇔
一方，

ϕϕ =dd ψψ =dd
（この証明は演習問題5-3）

従って
ψϕ ⇔

証明終り
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演習問題 5

(5-1)　(d-2)の部分を証明し，定理１．３．９の証明を完成せよ．
(5-2)　以下の関係を構造的帰納法を用いて証明せよ．

],/,[* 11 nn
d pppp ΛΛ ¬¬⇔ ϕϕ

(5-3)　以下の関係を証明せよ．　

ϕϕ =dd
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