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「１．２　意味論」の続き

ϕ [ψ / pi]:　ϕ に現れる piを全てψ で置き換えた論理式
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定義１．２．５　代入の再帰的定義

⎩
⎨
⎧

=
≠

=
  if

 and atom  if
]/[

i

i
i p

p
p

ϕψ
ϕϕϕ

ψϕ

( ) ]/[]/[]/[ 2121 iii ppp ψϕψϕψϕϕ □□ =

( ) ]/[]/[ ii pp ψϕψϕ ¬=¬



No. 3
定理１．２．６　代入定理 (Substitution Theorem)

ならば21| ϕϕ ↔= ]/[]/[| 21 pp ϕψϕψ ↔=

なお，pは原子論理式

この定理を証明するため，以下の補題１．２．７を証明する．

補題１．２．７ (i)

])/[]/[()( 2121 ppvv ϕψϕψϕϕ ↔≤↔
補題１．２．７ (i) の証明

0)( 21 =↔ ϕϕv
1)( 21

のとき明らかに成り立つ．

=↔ ϕϕv
1])/[]/[( 21

となる vだけを考え，

=↔ ppv ϕψϕψ を構造的帰納法で証明する．



No. 4(i) ψが原子論理式の場合

p=ψ の場合

2211 ]/[]/[ ϕϕψϕϕψ == pp だから

1)(])/[]/[( 2121 =↔=↔ ϕϕϕψϕψ vppv

p≠ψ の場合

ψϕψψϕψ == ]/[]/[ 21 pp だから

1)(])/[]/[( 21 =↔=↔ ψψϕψϕψ vppv

(ii) ψ = ψ 1□ ψ 2の場合 帰納法の仮定から

1])/[]/[( 2111 =↔ ppv ϕψϕψ
1])/[]/[( 2212 =↔ ppv ϕψϕψ
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定義１．２．１から

])/[(])/[( 2111 pvpv ϕψϕψ =
])/[(])/[( 2212 pvpv ϕψϕψ =

定義１．２．５から
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No. 6(iii) ψ = ¬ψ 1 の場合 帰納法の仮定から

1])/[]/[( 2111 =↔ ppv ϕψϕψ

定義１．２．１から

])/[(])/[( 2111 pvpv ϕψϕψ =

定義１．２．５から
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補題１．２．７ (i) の証明終



No. 7補題１．２．７ (ii)

]))/[]/[()((| 2121 pp ϕψϕψϕϕ ↔→↔=
系１．２．８

)()(, ψϕ vvv ≤ψϕ →=| であることの必要十分条件は ∀

系の証明

)()(, ψϕ vvv ≤∀
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==
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vv
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1)(, =→∀ ψϕvv ψϕ →=|従って

ψϕ →=| であれば全ての付値 vで逆に
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または

)()(, ψϕ vvv ≤∀従って，

系１．２．８の証明終

補題１．２．７ (ii) の証明

補題１．２．７ (i) より

])/[]/[()( 2121 ppvv ϕψϕψϕϕ ↔≤↔
系１．２．８より

]))/[]/[()((| 2121 pp ϕψϕψϕϕ ↔→↔=
証明終
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定理１．２．６の証明

補題１．２．７ (ii) から

]))/[]/[()((| 2121 pp ϕψϕψϕϕ ↔→↔=

)(| 21 ϕϕ ↔=従って ならば

]/[]/[| 21 pp ϕψϕψ ↔=

証明終
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１．３　命題論理の諸性質

ブール代数 (Boolean Algebra) とは命題論理を代数計算として
捉えるものであり，この節では，ブール代数により得られた結
果について説明する．

定理１．３．１　以下の命題はトートロジーである．

)()()( σϕψϕσψϕ ∨∧∨↔∧∨(1) 分配則

)()()( σϕψϕσψϕ ∧∨∧↔∨∧

ψϕψϕ ¬∧¬↔∨¬ )((2) ドモルガンの法則
ψϕψϕ ¬∨¬↔∧¬ )(
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トートロジーであることの証明の一つの手法として
真理値表がある．

ψϕψϕ ¬∨¬↔∧¬ )( の証明

ψϕψϕσ ¬∨¬↔∧¬= )(

ψϕ
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ψϕ ∧ )( ψϕ ∧¬ ψϕ ¬∨¬ϕ¬ ψ¬
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σは全ての付値で１となっている．



No. 12補題１．３．２

ψϕ →=| ϕψϕ ↔∧=|ならば であり

ψψϕ ↔∨=|
証明

から系１．２．８

ψϕ →=| )()(, ψϕ vvv ≤∀
となる．従って

)()}(),(min{)(, ϕψϕψϕ vvvvv ==∧∀
( ) )(, ϕψϕ vvv =∧∀ ϕψϕ ↔∧=|

)()}(),(max{)(, ψψϕψϕ vvvvv ==∨∀

( ) )(, ψψϕ vvv =∨∀ ψψϕ ↔∨=|
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定理１．３．４

)()(| ψϕψϕ ∨¬↔→=

)(| ψϕψϕ ¬∨¬¬↔∧=

)(| ψϕψϕ ¬∧¬¬↔∨=

証明省略

ψϕ ↔=| のとき ψϕ ⇔ と表す．

補題１．３．５

(1) 反射律
(2) 対称律
(3) 推移律

ϕϕ ⇔
ψϕ ⇔ ならば ϕψ ⇔
ψϕ ⇔ かつ σψ ⇔ ならば σϕ ⇔

このように，反射律，対称律，推移律を満たす２項関係を
同値関係という．
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以下で定める n重結合子 φ(p1, p2, … pn) を考える．

( )( ) ))(),(),((,, 2121 nn pvpvpvfpppv ΛΛ =φ
f ：０か１のいずれかの値を持つ関数

定理１．３．６　任意のn重結合子 φ(p1, p2, … pn) に対して，
p1, p2, … pn , ∨，¬のみを含む論理式 τ∈PROPが存在し，

( )nppp Λ,, 21φτ ⇔

が成り立つ．

証明　変数の数 nに関して帰納法を適用する．
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(I) n = 1のとき，以下に示す４通りの真理値表しかない．

)()()()( 4321 ppppp φφφφ

0         0             1              1              0
1         1             0              1              0
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ここで

=⇔ iii φτ
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(II) n重結合子まで定理が成り立つと仮定し，n+1重結合子
φ(p1, p2, … pn, pn+1) を考える．
その真理値表は以下のように書ける．
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帰納法の仮定より，真理値表の上半分に対応する n重結合子
σ1(p2, … pn, pn+1) ，下半分に対応する n重結合子 σ2(p2, … pn,
pn+1) が存在し， σ1とσ2は∨，¬のみを含む論理式として表すこ
とができる．さらに

( ) )()(,, 2111121 σσφ →∧→¬⇔+ ppppp nΛ

が成立する．これを証明すると

(i) 0)( 1 =pv の場合 1)( 21 =→ σpv
)()())()(( 1112111 σσσσ vpvppv =→¬=→∧→¬

1)( 11 =→¬ σpv(ii) 0)( 1 =¬pv の場合

)()())()(( 2212111 σσσσ vpvppv =→=→∧→¬
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さらに，

))()((
)()()()(

2111

21112111

σσ
σσσσ

∨¬¬∨∨¬¬⇔
∨¬∧∨⇔→∧→¬

pp
pppp

従って， φ(p1, p2, … pn, pn+1) は∨，¬のみで表すことができる．

証明終

これで，任意のn重結合子 φ は，{∨，¬}のみで表せることが
わかる．このとき， {∨，¬}は完全であるという．なお， {∧，¬}，
{→，¬}， {⊥，→}も完全である．



No. 19

演習問題４

(4-1)　 {⊥，→}が完全であることを証明せよ．

(4-2) 以下を証明せよ．

)())((| σψϕσψϕ →∧↔→→=(a)

(b) )(| ϕψϕ →→=
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