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「１．１　命題と結合子」の続き

論理式を引数とする関数，その帰納的定義の例

ϕ:)(ϕb 論理式 のかっこの数
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ϕ が原子論理式の場合

論理式を引数とする関数の値は，それを構成する論理式
の関数値から計算できる．
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定理１．１．６　帰納的定義 (Definition by Recursion)
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の写像原子論理式
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（Aは自然数，実数，グラフ等）

FAPROP の写像→以下の関係を満足する

がただ一つ存在する．
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ϕ が原子論理式の場合
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定理１．１．６の証明

)(, ϕϕ FPROP ∃∈∀（I）　写像 Fが存在することの証明：

論理式の構造的帰納法（Induction Principle）を用いて，
証明する．

ϕ全ての原子論理式　　において

)()()( ϕϕϕ FHF at ∃⇒=
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)(),(,, ψϕψϕ FFPROP ∃∃∈(ii) とすると

( ) ))(()(),())(( ψϕψϕψϕ □□ □ FFFHF ∃⇒=

)(, ϕϕ FPROP ∃∈(iii) とすると

( ) ))(()())(( ϕϕϕ ¬∃⇒=¬ ¬ FFHF

従って， )(, ϕϕ FPROP ∃∈∀
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（II）　写像 Fがただ一つ存在することの証明：

写像 Fが複数存在するとして，任意の写像の組 F1, F2を考える．

)()(, 21 ϕϕϕ FFPROP =∈∀

これを，論理式の構造的帰納法を用いて証明する．

ϕ全ての原子論理式　　において

)()()()(),()( 2121 ϕϕϕϕϕϕ FFHFHF atat =⇒==
(i)

)()(),()(,, 2121 ψψϕϕψϕ FFFFPROP ==∈ とすると(ii)
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)()(, 21 ϕϕϕ FFPROP =∈(iii) とすると

( ) ( ) ))(()()())(( 2211 ϕϕϕϕ ¬===¬ ¬¬ FFHFHF

)()(, 21 ϕϕϕ FFPROP =∈∀従って，

(I), (II) から証明終り
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帰納的定義 (Definition by Recursion) の具体例

例１：論理式の分解木

ϕ が原子論理式の場合ϕ=)(ϕT
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分解木の例
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例２：ランク r (ϕ) の定義
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ϕ が原子論理式の場合

例３：帰納的定義を用いた部分論理式 (subformula) の定義

定義１．１．７　部分論理式の集合 Sub(ϕ) を以下のように定める．
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ϕ が原子論理式の場合
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)(ϕψ Sub∈ のとき ψ は ϕの部分論理式という．

部分論理式の例

( ))())(( 3221 pppp ∧∨¬→ の部分論理式の集合は
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である．（一つに決まる．）
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論理式の表記簡便化の規則

1. 外側のかっこ () は省略する．
２．¬は１番結びつきが強い．
３．∧と∨は→と　　　より結びつきが強い．↔

具体例
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（注意）　簡略化したものは厳密には論理式でない．
　真の論理式は簡略化する前のものである．
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１．２　意味論 (Semantics)　

意味論：　論理式が表現している意味や内容に基き，論理を研
　　究する立場

構文論 (Syntax)：　論理式を記号の列としてとらえ，論理を研　
　　　　　　　　　　　　究する立場

論理式の解釈

まず，原子論理式 (atoms) の真偽を決定し，結合子の
規則を決めれば，論理式の真偽は確定する．
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真 (true) を１，偽 (false) を０とする．
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v1, v2 , v3 , v4 ：付値 (valuation)
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定義１．２．１　写像 v: PROP→ {0, 1} が以下の条件を満足する
とき， vを付値 (valuation) という．
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定理１．２．２　f(⊥) = 0 となる写像 f: {atoms}→{0, 1} が与えられ
たとする．このとき，全ての原子論理式 piに対して，v(pi) = f(pi) と
なる付値 vが一意に決まる．
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定理１．２．３　　論理式 ϕの中に現れる原子論理式を {pi} とす
る．このとき，全ての piに対してv(pi) = v’(pi) ならば， v(ϕ) = v’(ϕ) 
である．ただし， v, v’は付値である.

証明：　論理式の構造的帰納法を用いる．

(i) 論理式 ϕが原子論理式の場合，明らかにv(ϕ) = v’(ϕ)
(ii) 論理式 ϕ, ψが v(ϕ) = v’(ϕ), v(ψ) = v’(ψ) を満足するとする．
　　定義１．２．１（付値の定義）から
　　

　　他の結合子についても同様で，v(ϕ□ψ) = v’(ϕ□ψ) となる．
(iii) 論理式 ϕ が v(ϕ) = v’(ϕ) を満足するとする． 　　
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従って，PROPに含まれる全ての論理式 ϕ について成立する．
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定義１．２．４　
(i) 全ての付値 vに対して v(ϕ) = 1 であるならば，論理式ϕ は
トートロジー (tautology) といい，|= ϕ と表す．

(ii) Γを論理式の集合として， Γに含まれる全ての論理式 ϕ に対して
v(ϕ) = 1 となる任意の付値 vを考える．この付値 vに対してv(ψ) = 1 
であるならば， Γ |= ψ と表す．

(i) の例

ϕψψϕϕϕϕϕ ∧→∧=→¬¬=→= |,|,|

(ii) の例

ϕψψϕψψϕϕψϕψϕ ¬=¬→=→∧= |,,|,,|,
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演習問題２

rをランクを表す関数とする．

(2-1)　　　　　　　　　　に対して，r(ϕ) は ϕ に含まれる
　　　結合子の数以下となることを証明せよ．

(2-2) ψ を ϕの任意の部分論理式とするとき，
　　　　に対して，以下の関係を証明せよ．

PROP∈∀ϕ

PROP∈∀ϕ

)()( ϕψ rr ≤
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