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No. 2２．３　Similarity Type
similarity type

);,,;,,( 11 kaarr mn ΛΛ
に対するアルファベットを以下のように定義する．ただし

0,0 ≥≥ ii ar
１．述語記号：

２．関数記号：

３．定数記号：

４．変数：

５．結合子:  　　　∨，∧，→，¬，　　　，⊥，∃，∀
６．補助記号：　　(,)

=,,,1 nPP Λ

mff ,,1 Λ

kcc ,,1 Λ

Λ,,, 210 xxx

“= ”を表す



No. 3similarity type が同じならば，アルファベットは等しい．

)1,0,,,,( 1−∗+R ここで Rは実数の集合実数体例１

similarity type は

)2;1,2,2;(−
この similarity type に対するアルファベットは

１．述語記号：　　＝
２．関数記号：

３．定数記号：

４．変数，結合子，補助記号

)(),,(),,( 13212211 xfxxfxxf

21,cc

関係がないときは = だけ



No. 4
例２　自然数の順序集合 (N, <) の similarity type は

)0;;2( −
この similarity type に対するアルファベットは

１．述語記号：

２．変数，結合子，補助記号

=),,( 211 xxP
２項関係を表す述語

定義２．３．１　以下の条件を満たす最小の集合 XをTERM と
定義する．

XxXc ii ∈∈ かつ

XttfXtt
ii aia ∈∈ ),,(,, 11 ΛΛ ならば

１．

２．

TERMの各要素を term と呼ぶ．



No. 5定義２．３．２　以下の条件を満たす最小の集合 Xを
FORM と定義する．

X⊥∈ 0=∈ ii rifXP
XttPTERMtt

ii rir ∈∈ ),,(,, 11 ΛΛ なら

XttTERMtt ∈=∈ 2121, なら

XX ∈∈ )(, ψϕψϕ □なら

},,,{ ↔→∧∨∈□
XX

１．

２．

３．

４．

．

ただし

∈¬∈ )( ϕϕ なら

XxxX ii ∈∃∀∈ ))((),)(( ϕϕϕ なら

１．の要素を atom と呼ぶ．
FORMの各要素を formula と呼ぶ．



No. 6

ii xc , ＋関数記号　＝ term　

term + {述語記号，結合子，∀，∃} = formula

命題記号 + 結合子 = （命題）論理式

例３　similarity type (2;2,1;1) のアルファベットは

・述語記号：

・関数記号：

・定数記号：

・変数，結合子，補助記号

=),,( 211 xxP

)(),,( 12211 xfxxf

1c



No. 7例４　similarity type (2;2,1;1) に対する term の例

))()),,(((:
)(:

),(:
),(:

:

12121215

024

1113

2112

01

xfcxffft
xft

ccft
xxft

xt

=
=
=
=
=

例５　similarity type (2;2,1;1) に対する formula の例

)),()()((:
)),()()((:

:
)),((:

:

1101105

10110104

01103

15212

201

cxxfxx
xxPxxxx

xxxx
cxfP

xx

=∃∀=
¬→=∃∀=

=→==
=

==

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ



No. 8補題　２．３．３：　TERMに関する構造的帰納法

A(t) を term tに関する性質とする．以下の条件を満足するなら
∀t∈ TERMに対してA(t) が成り立つ．

)( ii cAc∀1.

2.

3.

（全ての定数記号について成立）

)( ii xAx∀ （全ての変数について成立）

))],(()(),(),([ 2121 nn tttfAtAtAtAf ΛΛ ⇒∀
（全ての関数記号について成立）

証明

{ })(| ϕϕ ATERMX ∈= とする．

XTERM ⊆Xは定義２．３．１の (1) と (2) を満足するので
従って

TERMttA ∈∀),(



No. 9
補題　２．３．４：　FORMに関する構造的帰納法

A(ϕ) を formula ϕに関する性質とする．以下の条件を満足する
なら∀ϕ∈ FORMに対して A(ϕ) が成り立つ．

１． 全ての atom ϕについてA(ϕ) が成り立つ．

２．
　
３．

４．

)()(),( ψϕψϕ □AAA ⇒

)()( ϕϕ ¬⇒ AA

ixAxAA ii ∀∃∀⇒ ),)((),)(()( ϕϕϕ

証明
　補題２．３．３の証明と同様



No. 10∀あるいは∃がついている変数は束縛変数，
ついていない変数は自由変数と呼ばれる．

具体例

)),()()((:
:

10110104

01103

xxPxxxx
xxxx

¬→=∃∀=
=→==

ϕ
ϕ

において x0, x1は， ϕ 3の自由変数， ϕ 4の束縛変数である．

定義２．３．６　t∈ TERMの自由変数の集合 FV(t) は
以下のように定義される．

0)(
}{)(

=
=

i

ii

cFV
xxFV

)()()),,(( 11 nn tFVtFVttfFV ∪∪= ΛΛ

(i)

(ii)



No. 11

定義２．３．７　ϕ∈ FORMの自由変数の集合 FV(ϕ) は
以下のように定義される．

0)()(
)()()(

)()()),,((

2121

11

==⊥
∪==

∪∪=

i

pp

pFVFV
tFVtFVttFV

tFVtFVttPFV ΛΛ(i)

p i: 命題記号

)()(
)()()(

ϕϕ
ψϕψϕ

FVFV
FVFVFV

=¬
∪=□(ii)

}{)()()( iii xFVxFVxFV −=∃=∀ ϕϕϕ(iii)



No. 12
定義２．３．７‘　ϕ∈ FORMの束縛変数の集合 BV(ϕ) は
以下のように定義される．

0)()(
)()()(

)()()),,((

2121

11

==⊥
∪==

∪∪=

i

pp

pBVBV
tBVtBVttBV

tBVtBVttPBV ΛΛ(i)

p i: 命題記号

(ii)

)()(
)()()(

ϕϕ
ψϕψϕ

BVBV
BVBVBV

=¬
∪=□

}{)()()( iii xBVxBVxBV ∪=∃=∀ ϕϕϕ(iii)



No. 13具体例１

)),()()((:
:

10110104

01103

xxPxxxx
xxxx

¬→=∃∀=
=→==

ϕ
ϕ

0)(
},{)(

4

103

=
=

ϕ
ϕ

FV
xxFV

},{)(
0)(

104

3

xxBV
BV

=
=

ϕ
ϕ

具体例２

)()(: 11211 xPxxx →=∀=ϕ
},{))(())(()( 2111211 xxxPFVxxxFVFV =∪=∀=ϕ

}{))(())(()( 111211 xxPBVxxxBVBV =∪=∀=ϕ

0)()( ≠∩ ϕϕ BVFV （FV と BVに完全に分離できない例）



No. 14

FV(t) = 0 のとき term tは閉じているという．

TERMc= 閉じている termの集合

FV(ϕ) = 0 のとき formula ϕ は閉じているという．

sentence = 閉じている formula
SENT = sentence の集合

(i)

(ii)



No. 15

定義２．３．９　term の中の変数 xに term tを代入する操作．

⎩
⎨
⎧

≡
≡

=
xyt
xyy

xty
if
if

:]/[(i)

x と yは
同じ変数という意味cxtc =:]/[

])/[,],/[(:]/)[,,( 11 xttxttfxtttf pp ΛΛ =(ii)



No. 16定義２．３．１０　formulaの中の変数 xに term tを
代入する操作．

]/[]/[:]/)[(

])/[,],/[(:]/)[,,(
nspropositiofor:]/[

:]/[

2121

11

xttxttxttt

xttxttPxtttP
PPxtP

xt

pp

===

=
=
=⊥⊥

ΛΛ

(i)

]/[:]/)[(
]/[]/[:]/)[(

xtxt
xtxtxt

ϕϕ
ψϕψϕ

¬=¬
= □□

⎩
⎨
⎧

≡∀
≡∀

=∀
yxy

yxxty
xty

if
if]/[

:]/)[(
ϕ

ϕ
ϕ

⎩
⎨
⎧

≡∃
≡∃

=∃
yxy

yxxty
xty

if
if]/[

:]/)[(
ϕ

ϕ
ϕ

(ii)

(iii)



No. 17
具体例

),(: 1113 ccft =

)),()()((:
:

1101105

201

cxxfxx
xx

=∃∀=
==

ϕ
ϕ

5035

2111031

:]/[
),(:]/[

ϕϕ
ϕ

=
==

xt
xccfxt

束縛変数には代入しない．



No. 18

定義２．３．１１　formulaの中の命題記号 $ に formula ϕを
代入する操作．

σ
σϕ
σσ

ϕσ atomicfor
$if
$if

:$]/[
⎩
⎨
⎧

≡
≡

=(i)

$]/[$]/[:$]/)[( 2121 ϕσϕσϕσσ □□ =(ii)

$]/[:$]/)[( 11 ϕσϕσ ¬=¬

$]/[:$]/)[( ϕσϕσ ⋅∀=∀ yy

$]/[:$]/)[( ϕσϕσ ⋅∃=∃ yy



No. 19)(]/)[( xxxyxxyx <∃=<∃例１

左辺は正しい場合があるが，右辺は明らかに正しくない．
これは代入した変数が束縛されてしまったために起きた．

このような代入は禁止すべきである．

例２

),( 303 xxPx∃(i)

の中の x0に x2を代入しても x2は束縛されない．

),( 301 xxPx∃(ii)

の中の x0に f(x0 , x1) を代入すると f(x0 , x1) の中
の x1が束縛される．



No. 20

定義２．３．１２　以下の条件が成立つとき，formula ϕの中の
xに term tを代入した後，t中の変数は束縛されないという．

(i) ϕは atom

(ii) )(: 21 ϕϕϕ □=
ϕ1 , ϕ2の中の xに term tを代入した後，t中の変数は
束縛されないとき

(iii) 1:

の場合で，

ϕϕ ¬= の場合で，

ϕ1の中の xに term tを代入した後，t中の変数は束
縛されないとき

ψϕψϕ yy ∀=∃= :or: の場合で，

)(tFVy ∉
ψの中のxに term tを代入した後，t中の変数は
束縛されないとき．ただし，

かつ

yx ≠

(iv)
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