
応用確率統計（演習 6） 平成 22 年 11 月 18 日 

問 1 
確率変数の収束の定義とその関係を論ぜよ。さらに、

法則収束について例を挙げ、説明せよ。 
 
解答 
① 概収束：「 ( ) ( )nX Xω ω→ 」が確率 1 で成り立つ。

このことを ( ) ( ) ( )  a.s.nX Xω ω→  と表現する 

② p 次平均収束：p を定数とする。ある p (>0)につい

て ( ) ( ) ( ) 0
p

nX X p dω ω ω ω− ⋅ →∫  が成り立つ。こ

のことを ( ) ( )( )  0p
nE X Xω ω− →  と表記する。 

③ 確率収束： ( ) ( ){ }; nA X Xε ω ω ω ε= − > とするとき、

任意のε(>0)について n→∞のとき ( ) 0P Aε → が

成り立つ。このことを

( ) ( ) ( )( )0   0nP X Xε ω ω ε∀ > − > → と書く。 

 
④ 法則収束：任意の連続有界関数 ( )f x について、

n→∞のとき

( )( ) ( ) ( )( ) ( )nf X p d f X p dω ω ω ω ω ω⋅ → ⋅∫ ∫      

が成り立つ。このことを ( )( ) ( )( )nE f X E f X→ と

書く。 

そして、以下の関係が成り立つことが知られている。 
① 概収束すれば確率収束する。 
② 平均収束すれば確率収束する。 
③ 確率収束すれば法則収束する。 
 
法則収束の例：教科書の例 6.3、例 6.4 などを参照。 

以上 

 
問 2 
実数に値をとる確率変数 X と、同じ分布に従う独立な

確率変数 X1、X2、…、Xnを考える。 
ただし X が区間[－1、1]上で一様分布の確率密度関数

に従う確率変数であるとする。 
確率変数 
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とするとき、次の問題を答えよ。 
(a) Xnの特性関数を求めよ。 
(b) Yn の特性関数を{Xn}の独立性から求め、n で表せ

よ。 
(c) n が大きくなるとき、Yn の確率分布が法則収束す

るか。レビーの定理を使って、説明せよ。 
 
解答 
(a) X の確率密度関数は 

( )
1 2      , 1 1
0         , otherwise
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したがって X の特性関数 
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(b) { Xn }の独立性から 
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   別解：Z X n= とすると、Z の特性関数 

( ) ( ) ( )ixt niZt
Z t E e E eϕ = = を使ってもいい。 

(c) (b)の結果から、n→∞においては 
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となり、原点の近くを含む各点で収束することから、

ある確率分布に法則収束することが分かった。ちなみ

に、この確率分布は平均 0、分散 1/3 の正規分布にな

る。 
以上


