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ここで学ぶ範囲

耐震設計の基礎理論として、多自由度系の地震応答解析
に関し、以下の点を勉強する。

運動方程式

固有周期、固有振動モード、振動モードの直交性

基準座標

減衰のモデル化

モード合成法による解析

直接積分法による解析



１） フレキシビリティーマトリックス

線形な荷重と変位の関係を持つ構造物をｎ個の自由度を有する
離散型にモデル化する。

いま、ｊ点に単位の荷重を作用させ、その他の点には荷重を作用
させないときに、i点に生じる静的変位を とする。ijf

i j

ijf

単位の荷重

２．１．剛性行列とフレキシビリティー行列



静的荷重 （1、2、…、n）が作用した場合に、これらの荷
重によってi点に生じる変位は、重ね合わせの原理を用いる
ことによって、以下のように表される。

jF

i k

kik Ff

kF

niniii FfFfFfu +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++= 2211

i j

jijFf

jF



nnFfFfFfu 12121111 +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++=

すなわち、

nnFfFfFfu 22221212 +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++=

nnnnnn FfFfFfu +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++= 2211

•
•

マトリックス表示すると、
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もっと簡単に表すと、

{ } [ ]{ }QFu =

変位ベクトル

フレキシビリティーマトリックス

荷重ベクトル



同じように、いま、j点に単位の静的変位を生じさせるためにｊ
点に作用させる必要のある静的荷重を とする。

このとき、系に生じる静的荷重と静的変位の関係は、重ね合
わせの原理により、以下のように表される。

２） 剛性行列

単位の変位

ijk

jijuk

i
kikuk

ku

kniniii ukukukQ +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++= 2211

i j
ijk

i j

ju



nnukukukQ 12121111 +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++=

nnukukukQ 22221212 +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++=

•
•

nnnnnn ukukukQ +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++= 2211

マトリックス表示すると、
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すなわち、

{ } [ ]{ }uKQ =

荷重ベクトル 変位ベクトル

剛性行列
Stiffness Matrix



３） 剛性行列とフレキシビリティ行列の関係

{ } [ ]{ }uKQ =

[ ] 1−K を前からかけると、

[ ] { } [ ] [ ]{ } [ ]{ } { }uuIuKKQK === −− 11

{ } [ ]{ }QFu =

前に求めたように、

これより、

[ ] [ ] 1−= KF

[ ] [ ] 1−= FK

すなわち、

[ ][ ] [ ][ ] [ ]IKFFK ==



４） MaxwellとBettiの相反作用の原理

i j

ijf

単位の荷重

i j

jif

単位の荷重

jiij ff =

単位の変位

i j
ijk

単位の変位

i j
jik

jiij kk =
すなわち、剛性行列、フレキシビリティーマトリックスは対称行列で
ある。



２．２．多自由度系（非減衰系）の運動方程式

構造物をｎ自由度の離散型にモデル化する。構造物の質量
は、質点１，２，・・・・、nに集中している。このような質量を集中
質量と呼ぶ。

質点はすべて水平方向の自由度を持つとする。これはせん
断振動を仮定したことに相当する。曲げ振動を考える場合には、
水平方向の自由度の他、回転の自由度も加わるが、以下の示
す説明は曲げ振動でもせん断振動でも基本的に同じであるた
め、簡単のため、ここではせん断振動の場合を示す。

構造物の基礎に地震動加速度 が作用し、さらにi番目
の質点には水平力 が作用するとする。ダランベールの法
則に従えば、i番目の質点の絶対応答加速度を とすれば、
地震動の作用はi番目の質点に の慣性力が作用す
ると取り扱えばよい。

)(tug&&
)(tPi

)(tui&&
)(tum ii &&−

１） ダランベールの法則に基づく運動方程式



２） 地震動を受ける多自由度系の運動方程式

riu

・

riugu
iu

)(tum ii &&−
)(tPi i

・

nn
・

・

1 1

i)(tPi

grii uuu +=

相対変位絶対変位 地震動

外力

慣性力



この時には、力のつり合いは、

iiii umtPQ &&−= )(

すなわち、
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ここで、下添字rは基礎に対する相対変位であることを表している。



これをさらに書き改めると、
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{ } [ ]{ } [ ]{ }ruKuMP =− &&

すなわち、



grii uuu += grii uuu &&&&&& +=

であるから、

{ } { } { }Iuuu ir +=

{ } { } { }Iuuu ir &&&&&& +=

{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }rgr uKIMuuMP =−− &&&&

を代入すると、

[ ]{ } [ ]{ } { } [ ]{ }IMuPuKuM grr &&&& −=+

すなわち、多自由度系の運動方程式は、次のようになる。

[ ]{ } [ ]{ } { } [ ]{ }IMuPuKuM g&&&& −=+

表示を簡単にするために 、下添字ｒを省略すると、

単位ベクトル



３）固有振動数及び固有振動モード

[ ]{ } [ ]{ } { }0=+ uKuM &&

非減衰の多自由度系の自由振動を与える特性方程式は、
運動方程式において右辺を０とおくと、

変位及び加速度を次のように仮定し、

{ } { } tAu ωsin=

{ } { } { }utAu 22 sin ωωω −=−=&&

[ ]{ } [ ]{ } { }02 =+− AKAMω
これを上式に代入すると、

[ ] [ ][ ]{ } { }02 =− AMK ω
すなわち、特性方程式は次のようになる。



{ } { }0≠A の有意な解を得るためには、

[ ] [ ] 02 =− MK ω

これを特性方程式と呼ぶ。上式を解くことにより、ｎ個の円固有
振動数 （１，２、・・、ｎ）が求められる。iω

iω をｉ次の円固有振動数と呼ぶ。

i
iT

ω
π2=

耐震設計では、 をそのまま使用することはほとんどない。
一般には、次式による固有周期 (s)を用いる。iT

iω

iT をi次の固有周期と呼ぶ。



円固有振動数が求められると、これらを特性方程式に代入す
ることにより、係数 （１，２、・・、ｎ）が求められる。ただし、特
性方程式の右辺がゼロであるから、係数の相対的な大きさだ
けが求められる。

１つの円固有振動数に対して１組の係数 （１，２、・・、ｎ）が
求められる。これを、以下、ｉ次の固有振動モードと呼び、
（j=1、2、…、n、i=1、2、…、n）と表す。

を小さい順に並べたとき、最も小さい円固有振動数 を
１次固有振動数と呼ぶ。基本固有振動数、あるいは最低次の

円固有振動数と呼ぶこともある。

固有振動モード の下添字i、jは、第i次の振動モードによ
るｊ質点の値であることを示している。

jA

jA
jiφ

iω 1ω

jiφ



・

i
・

n

1 11φ

1iφ

1nφ

１次モード

・

i
・

n

1 12φ

2iφ

2nφ

２次モード

振動モード



第ｉ次の振動モードによる各質点の値を集めると、
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各次の振動モードを集めると、

[ ] [ ]nφφφ ⋅⋅=Φ 21
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これを固有振動モード行列と呼ぶ。

1φ 2φ

・

i
・

n

1 11φ

1iφ

1nφ

１次モード

・

i
・

n

1 12φ

2iφ

2nφ

２次モード



同じように、各次の円固有振動数を集めると、
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これを円固有振動数行列と呼ぶ。

i
iT

ω
π2

=

これを第i次の固有周期と呼ぶ。最も長い固有周期 は基
本固有周期と呼ばれることもある。

1T



４）振動モードの直交性

自由振動方程式を書き直すと、

[ ]{ } [ ]{ }iii KM φφω =2

この式は任意の振動モード及び円固有振動数に対して成
立するから、これをｒ次およびｓ次について書くと、

[ ]{ } [ ]{ }rrr KM φφω =2

[ ]{ } [ ]{ }sss KM φφω =2

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }r
T

sr
T

sr KM φφφφω =2

{ } [ ] { } { } [ ] { }r
TT

sr
TT

ss KM φφφφω =2

転置すると、

{ } [ ] { } [ ]TT
s

TT
ss KM φφω =2



{ } [ ]{ } { } [ ]{ }r
T

sr
T

sr KM φφφφω =2

{ } [ ] { } { } [ ] { }r
TT

sr
TT

ss KM φφφφω =2

[ ] [ ]MM T = [ ] [ ]KK T =

[ ]M [ ]Kと は対称行列であるから、

これを考慮して、上の式から下の式を差し引くと、

{ } [ ]{ } 0)( 22 =− r
T

ssr M φφωω

したがって、 の場合には、sr ωω ≠

{ } [ ]{ } 0=r
T

s M φφ

したがって、

{ } [ ]{ } 0=r
T

s K φφ

∑ =
=

n

i
isirim

1
0φφ

∑ =
=

n

i
isirik

1
0φφ

もう一度、書くと、



参考：ベクトルの直交性とは何か？

{ }
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y

x

b
b
b

b

２つのベクトル と があり、{ }a { }b

{ } { } 0=++= zxyyxx
T babababa

が成立するとき、ベクトル とベクトル は直交するという。{ }a { }b

∑ =
=

n

i
isirim

1
0φφ sm φ2/1

rm φ2/1
と が直交する。ここで、

2/1m は重み係数と呼ばれる。



sk φ2/1
rk φ2/1

と が直交することを示し
ている。

同様に、

∑ =
=

n

i
isirik

1
0φφ

2/1k は重み係数である。ここで、



{ } [ ]{ } 0=r
T

s M φφ

{ } [ ]{ } 0=r
T

s K φφ

∑ =
=

n

i
isirim

1
0φφ

∑ =
=

n

i
isirik

1
0φφ

上式は、質量行列及び剛性行列を介して振動モードが直交す
ることを表している。この関係は、 である任意の２組の
振動モードに対して成立する。これを振動モードの直交性と呼
ぶ。ただし、 の場合には振動モードの直交性は必ずし
も成立する保証はない。

振動モードの直交性は、互いに関連しあった自由度をもつ多
自由度系の運動方程式を互いに独立な個の運動方程式に変
換するために重要な役割を持っている。

sr ωω ≠

sr ωω =

まとめると、



５）基準座標で表した非減衰系の運動方程式

相対変位ベクトル、相対加速度ベクトルを次のように変
換する。

{ } [ ]{ }qu Φ=

{ } [ ]{ }qu &&&& Φ=

を基準座標、あるいは一般化された座標と呼ぶ{ }q

[ ]{ } [ ]{ } { }PuKuM =+&&

時間関数

0=gu&& の場合をまず解析する。この場合には、運動方程式は、

空間関数
変数分離

[ ][ ]{ } [ ][ ]{ } { }PqKqM =Φ+Φ &&

一般化座標を用いて表すと、



[ ]{ }q&&Φ を具体的に書いてみると、

[ ]{ } nnrr qqqqq &&&&&&&&&& 11212111 φφφφ +⋅⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅⋅++=Φ

nnrr qqqq &&&&&&&& 22222121 φφφφ +⋅⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅⋅+++
••

nrnrrrrr qqqq &&&&&&&& φφφφ +⋅⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅⋅+++ 2211
•

nnnrnrnn qqqq &&&&&&&& φφφφ +⋅⋅⋅⋅⋅++⋅⋅⋅⋅⋅+++ 2211

{ } { } { } { } nnrr qqqq &&&&&&&& φφφφ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++= 2211

[ ]{ } { } { } { } { } nnrr qqqqq φφφφ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++=Φ 2211

同様に、

{ }1φ



[ ][ ]{ } [ ][ ]{ } { }PqKqM =Φ+Φ &&

{ }Trφ前から を乗じると、

{ } [ ][ ]{ } { } [ ][ ]{ } { } { }PqKqM T
r

T
r

T
r φφφ =Φ+Φ &&

{ } [ ][ ]{ }qM nr
T

r &&φφφφφ ⋅⋅⋅⋅21
{ } [ ][ ]{ } { } { }PqK T

rnr
T

r φφφφφφ =⋅⋅⋅⋅+ 21

[ ] [ ]nφφφ ⋅⋅=Φ 21 であるから、これを代入すると、

ここで、振動モードの直交性を使用すると、

{ } [ ]{ } 0=s
T

r M φφ { } [ ]{ } 0=s
T

r K φφ

{ } [ ]{ }{ } { } [ ]{ }{ } { } { }PqKqM T
rr

T
rr

T
r φφφφφ =+&&

であるから、

r次だけの項が残り、あとは全て０になるから、



[ ]{ } [ ]{ } { }PuKuM =+&&

{ } [ ]{ }{ } { } [ ]{ }{ } { } { }PqKqM T
rr

T
rr

T
r φφφφφ =+&&

この式は、もともとの運動方程式 で
は各次のモードが連成し合っているのに対して、ｒ次だけの応
答を他の振動モードとは関係なく求められることを示している。

{ } [ ]{ }r
T

rr MM φφ=*

{ } [ ]{ }r
T

rr KK φφ=*

{ } { }PP T
rr φ=*

と置くと、

***
rrrrr PqKqM =+&&

すなわち、一般化された座標を用いて座標変換することにより、
ｎ次の連成した運動方程式をｎ個の独立した運動方程式に変
換できるのである。

一般化されたｒ次の質量

一般化されたｒ次のばね定数

一般化されたｒ次の荷重

質量 、ばね定数 の１
自由度系に荷重 が作用す
る場合の運動方程式

*
rM *

rK
*
rP



***
rrrrr PqKqM =+&&

ｒ次の運動方程式は、

{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }

[ ]{ }
[ ]{ }r

r

r
T

r
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６）基準座標で表した減衰系の運動方程式

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }PuKuCuM =++ &&&

以上は、減衰がない場合の多自由度系の運動方程式の解であ
るが、構造物には必ず減衰が存在する。いま、この効果を減衰
定数によって表すことにすると、運動方程式は次のようになる。

減衰行列

相対速度ベクトル
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減衰行列 の成分 の意味は、剛性行列の成分 と同
じであり、ｊ番目の質点に単位の相対速度が生じ、その他の質
点の相対速度がすべてゼロであるときに、ｉ番目の質点に作用
する減衰力である。

一般に、減衰行列は非対角項がゼロではないから、上式はこ
のままではｎ個の独立した１自由度系の運動方程式に分離す
ることはできない。
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一般化座標を用いて、以下のように変数分離する

[ ]TΦ前から、 を乗じると、
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rM は一般化されたｒ次の質量



同様に、
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ここで、 は一般化されたｒ次荷重
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減衰行列に対しては、一般に振動モードの直交性は成立しな
い。しかし、剛性行列や質量行列と同じように、減衰行列が次
のように対角化できると仮定する。ただし、この仮定は極めて
ラフの仮定である。
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ここで、 は一般化されたｒ次の減衰
係数
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****
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すなわち、減衰行列にも直交性が成り立つと仮定できれば、
ｎ次元の連成した減衰運動方程式が、次のようにｎ個の独立
した１自由度系の運動方程式に分離できる
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この解は、以下のようになる。
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ｒ次の非減衰減衰固有円振動数

ｒ次の減衰固有円振動数

ｒ次の基準座標の初期変位及び初期速度



rq rq& rq&& の算出

{ }q { }q& { }q&& の算出

{ } [ ]{ }qur Φ= { } [ ]{ }qur &&&& Φ={ } [ ]{ }qur && Φ=

７）解析の流れ

{ } [ ]{ }ruKQ =



８）地震動を受ける多自由度系の運動方程式と解

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }IMuuKuCuM g&&&&& −=++

この式は、下式右辺の を と置き直した
形となっている。すなわち、
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したがって、一般化された荷重は、
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の解は、
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地震動を受ける場合には、一般に初期変位や初期速度は０であ
るから、これを無視すると、
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ここで、 はｒ次の刺激係数と呼ばれ、rβ

ｒ次の刺激係数は、ｒ次の振動モードが地震応答に寄与
する度合いを表す。

が大きいほどｒ次の寄与が大きいことを意味する。rβ



９）刺激係数と有効質量

あるモードが全体系の地震応答に寄与する割合を表す指
標として、刺激係数の他、有効質量もよく使用される。

ｒ次の有効質量が大きいということは、ｒ次の応答が全体
応答に大きな影響を与えることを意味する。



rq rq& rq&& の算出

{ }q { }q& { }q&& の算出

{ } [ ]{ }qur Φ= { } [ ]{ }qur &&&& Φ={ } [ ]{ }qur && Φ=

１０）解析の流れ

{ } { } { } gr uIuu += { } { } { } gr uIuu &&&&&& +=

{ } [ ]{ }ruKQ =



２．３．応答スペクトル法による解析

（１）応答スペクトル法とは?

構造物の耐震設計では構造物に生じる最大応答が重要であ
る。応答スペクトルを用いて、構造物に生じる最大応答を近似
的に求める方法を応答スペクトル法と呼ぶ。

（２）応答スペクトル法の特徴は？

個々の地震動に対する応答ではなく、多数の強震記録の平
均的な特性やある確率年に相当する応答スペクトル、光学的
判断を加えて設定された設計応答スペクトルのように、平均的
な地震動に対する構造物の応答を求めることができる。

ただし、あくまで近似的な応答が求められるだけで、厳密な応
答ではない。

１）はじめに



（３）加速度応答スペクトルとは（詳しくは、第３章参照）
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（５）典型的な強震記録の加速度応答スペクトル



２）応答スペクトル法による解析

構造物の耐震設計では構造物に生じる最大応答が重要である。
応答スペクトルを用いて、構造物に生じる最大応答を近似的に
求める方法を応答スペクトル法と呼ぶ。
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ｉ点に生じる変位は、

いま、ｒ次の振動モードによってｉ点に生じる変位を
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とおくと、上式は、
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ｒ次の振動モードによる
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ここで、変位応答スペクトルを用いると、
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どの位置ｉ（ｉ＝１，２，・・・・、ｎ）においても同じ瞬間に最大値
を取るから、ｒ次の振動モードによる最大応答は、
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同様に、式(5.6)からｒ次の振動モードによって構造物に生じる
断面力の最大値は、

{ } [ ]{ }maxmax rr uKQ =

構造物の最大変位は各次モードの最大変位を重ね合わせれ
ばよいが、最大値どうしを加え合わせると、明らかに実際の最
大変位を過大評価する。

これは、各次の振動モードによる最大変位が同じ時間に最大
値を取る可能性は低いためである。

各次の振動モードごとの最大変位をどのように重ね合わせる
かに関しては、いろいろな方法が提案されているが、一般には
次のように２乗和の平方根法がよく用いられる。
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断面力に対しても、同様に、ｒ次の最大値を近似的に求めると、
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max1max nr QQQQQ ⋅⋅⋅⋅⋅++⋅⋅++≈

一般には、すべての振動モードによる最大値を重ね合わせなくて
も、高次の振動モードの応答は小さいため、次のようにｒ次
（ ）までの応答を重ね合わせれば実用上十分な場合が多い。nr <
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nr< である程度の精度の解が得られることは、解析時間
を短くするために、大変有利である。

たとえば、２００自由度の構造物の解析に、低次の３０次まで
のモードを考慮すれば十分ということもよくある。

どの次数までを重ね合わせればよいかを知るためには、有
効質量や刺激係数が参考になる。



３）応答スペクトル法の効用

非連成のｎ個の１自由度系の最大応答を応答スペクトルを用い
て解析するため、コンピューターの計算時間が少なくて済む。こ
のため、計算機使用料が高価であった時代には、多用された。し
かし、ＰＣが普及し、ＰＣレベルで解析可能となったため、計算コ
ストを低減するために応答スペクトル法を使用することは減少し
ている。

応答スペクトル法の最大のメリットは、入力地震動として応答ス
ペクトルを使用できることである。設計地震力は一般に応答スペ
クトルの形で与えられる。このため、設計スペクトルを直接入力
することによって動的解析できるメリットは高い。同じことを、時刻
歴応答解析法で実施するためには、設計スペクトルと同じスペク
トル特性を有する時刻歴入力波形を作成し、これを入力しなけれ
ばならない。しかし、仮に応答スペクトル特性が同じであっても、
位相特性等、無限の組み合わせがあり、使用する波形によって
解析結果が異なってくる。



応答スペクトル法では、非線形構造物の解析はできない。線形
解析だけが可能である。どうしても非線形構造物を応答スペクトル
法で解析するためには、等価線形化法を使用することになるが、
繰り返し計算をしてまで、応答スペクトル法を使用するくらいであ
れば、時刻歴応答解析法を使用する方がよい。

等価線形化法とは、仮定する変位もしくはひずみに相当する割
線剛性を用いて解析を行い、この結果求められた変位もしくはひ
ずみが初期に仮定した変位もしくはひずみと異なれば、再度、変
位もしくはひずみを仮定して、解析を行う方法である。最終的に、
最初に仮定した変位もしくはひずみと解析で求められる変位もしく
はひずみの差が許容される範囲に収まるまでイテレーションを繰り
返す。

１次モードだけを考慮した応答スペクトル法は、静的耐震設計法
の基本となっている。２次以上のモードを考慮していないため、高
次モードが重要な構造物に対しては、解析誤差が生じる。


