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5　開集合と閉集合

定義 18 集合X ⊂ R`が開集合であるとは、任意の x ∈ X について、ある
εが存在して、||x − x′|| < εであるような任意の x′がX に含まれることで
ある．

定義 19 集合X ⊂ R`が閉集合であるとは、R` \ X が開集合であることで
ある．

定義 20 X̄ ⊂ R`とする．X ⊂ X̄ が X̄ における開集合であるとは、任意の
x ∈ Xについて、ある εが存在して、||x− x′|| < εかつ x′ ∈ X̄であるような
任意の x′がXに含まれることである．

定義 21 X̄ ⊂ R`とする．X ⊂ X̄が X̄における閉集合であるとは、X̄ \Xが
X̄における開集合であることである．

本講義では、R`における開集合、閉集合については特に断りなく単に開
集合、閉集合と呼ぶことにする．

命題 9 X̄ ⊂ R`とする．X ⊂ X̄が X̄における閉集合であるための必要十分
条件は、Xにおける任意の収束点列 (xn)n∈Nについて limn→∞ xn ∈ X̄ならば
limn→∞ xn ∈ Xとなることである．

系 2 X ⊂ R`が閉集合であるための必要十分条件は、Xにおける任意の収束
点列 (xn)n∈Nについて limn→∞ xn ∈ Xとなることである．

命題 10 X ⊂ R`とする．

(1) 有限個のXにおける開集合の共通部分はXにおける開集合である．

(2) 任意個のXにおける開集合の合併はXにおける開集合である．

命題 11 X ⊂ R`とする．

(1) 有限個のXにおける閉集合の合併はXにおける閉集合である．

(2) 任意個のXにおける閉集合の共通部分はXにおける閉集合である．



問題 5

(1)
⋂

λ∈[0,1]]− λ, λ[= {0}を証明しなさい．

(2)
⋃

θ∈]0,1[[−θ, θ] =]− 1, 1[を証明しなさい．

定義 22 X ⊂ X ′ ⊂ R`とする．Xを含むすべてのX ′における閉集合の共通
部分をXの閉包と呼び、clX′(X)などとあらわす．

定義 23 X ⊂ X ′ ⊂ R`とする．x ∈ XがX ′におけるXの内点であるとは、
ある ε > 0が存在して、||x′ − x|| < εかつ x′ ∈ X ′となるような任意の x′が
Xに含まれることである．また、X ′におけるXの内点をすべて集めた集合
をXのX ′における相対内部と呼び、intX′(X)などとあらわす．

定義 24 X ⊂ X ′ ⊂ R`とする．clX′(X) \ intX′(X)をX ′におけるXの境界
と呼ぶ．

命題 12 ∅ 6= X ′ ⊂ R`とし、∅ 6= X ⊂ X ′とする．x ∈ R`がX ′におけるX
の境界に含まれていることの必要十分条件は、任意の ε > 0について

1. Bε(x) ∩X 6= ∅かつ
2. (Bε(x) ∩X ′) ∩ (Xc) 6= ∅

が成立することである．


