
1 複素数とは 

 高校で、二次方程式の解すべてを表すには実数だけでは不十分で複素数を用いる必要があることを学んだ。ここでは

複素数について、まず定義と演算規則を与え、それにしたがって複素数の図形表現とそれから得られる複素数の極形式

を述べる。複素数は応用数学で重要であり、例えば、電気回路の交流応答など複素数を用いることで容易に解ける。そ

のとき複素数の極形式が用いられる。また通信の世界では伝送される情報が複素数で表現される。 

2 複素数の定義 

 複素数は次の形をもつ量である。 

（2.1）  z x j y   

ここに x,yは実数、jは次で定義される単位。 

（2.2）  
21 1j j      

＃電気の分野では虚数単位に jを用いる。数学の分野では iを用いることが多い。 

＃歴史的には虚数単位は２次方程式を解くために導入された。 

＃３次方程式を解くためには複素数よりも一般的な数が必要になるであろうか？ 

 実はどんな高次の方程式でも複素数の範囲で根は存在する。（19 世紀に Gauss が初めて証明） 

＃方程式を解くという意味において、複素数以上の数は必要ない。（完璧な数！！） 

数 xを複素数の実部、数 yを虚部と呼ぶ。それぞれを    Re , Imz z と表す。y=0 のとき複素数は実数になる。した

がって実数は複素数に含まれる。x=0 のときは複素数は純虚数。 

3 複素数についての規則 

 基本規則は次の二つだけ。 

１．複素数 z x jy  が零であるということは 0x  かつ 0y  と同値（必要十分条件）である。 

２．複素数は代数の通常規則に従う。ただし
2 1j   。 

 これら二つの規則から以下のすべてが導き出される。複素数の加算、減算、かけ算そして割り算は 

（3.1）        1 2 1 1 2 2 1 2 1 2z z x jy x jy x x j y y          

（3.2）       1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1z z x jy x jy x x y y j x y x y        

（3.3）
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  ただし 2 2 0x jy   

分母と分子とに 2 2x jy をかけると次の便利な形になる。 

（3.4） 
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以上より二つの複素数の和、差、積そして商はそれらも複素数である。 

＃四則演算（加減乗除）が常に定義できる数の集合を「体」と呼ぶ。有理数全体、実数全体、複素数全体は全て「体」 



 である。 

＃複素数体は字数体の「2 次拡大」とも呼ばれる。 

＃実数体や複素数体はアナログ信号の世界での主役である。一方デジタルの世界では「有限体」というものが用いら 

 れる。例えば、DVD,CD などのデジタル記録媒体は有限体上の演算に基づいて符号化されている。 

 

 二つの複素数が等しいということ、すなわち 

（3.5） 1 1 2 2x jy x jy    

は、式（3.1）を用いて 

（3.6）    1 2 1 2 0x x j y y     

であり、規則１によって 

（3.7） 1 2 1 2 1 2 1 20 0x x x x y y y y         

である。したがって”二つの複素数が等しい”は”実部同士および虚部同士が等しい”と同値。 

 虚部の符号だけ異なる二つの複素数は”複素共役”である。すなわち 

（3.8） 1z x jy   

および 

（3.9） 2z x jy   

は複素共役である。複素共役を次の記号で表す。 

（3.10） 1 2z z  あるいは 2 1z z  

4 複素平面と極形式 

 複素数は代数的な量であるが図形表現すると便利である。図の xy平面上の点 P を考える。 
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点 P にはその点の座標である x,yが対応している。そこで点 P を次の複素数 zに対応させることができる。 

（4.1） z x jy   

この図表現で x軸を実軸と呼ぶ。それは複素数の実部がこの軸の上の点で表されるからである。同様に y軸を虚軸と呼

ぶ。このようにその平面上の点が複素数に対応づけされている平面を複素数平面あるいは複素平面と呼ぶ。座標（x,y）

は、また、次のように極座標（r,θ）で表すことができる。 

（4.2） cos sinx r y r    

すると、式（4.2）を（4.1）に代入することによって複素数の次の表現が得られる。 



（4.3）  cos sinz r j    

これを複素数の極形式と呼ぶ。ただし数 r は常に正とする。これを複素数の絶対値と呼ぶ。図に示すように r は OP の

長さであるから次式が成り立つことが分かる。 

（4.4） 
2 2z r x y    

角θを z の偏角（argument）と呼ぶ。arg(z)あるいは z と表す。図を参照し次が成り立つことが分かる。 

（4.5） 
2 2 2 2

cos sin
x y

x y x y
  

 
 

テーラー展開式は次で与えられる。 
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特に x0=0、h=xとするとマクローリン展開式である。すなわち、 
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三角関数と指数関数のマクローリン展開は、三角関数、指数関数の導関数を用いて次である。 

（4.6） 
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これらより次が導かれる。 
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結局、次が成り立つ。 

（4.7） cos sin jj e     

θを－θに置き換えて次を得る。 

（4.8） cos sin jj e      

これらより次を得る。 



（4.9） cos sin
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これらは三角関数と指数関数の関係を表す。複素数を介して三角関数と指数関数が結びついた。 

 次の関係が成り立つ。 

（4.10） 1 2 1 2x x x xe e e 
  

証明： 
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｛寄り道：歴史的には、積を和に変換することでかけ算を簡単に計算するために見つけられた関数が累乗関数（べき関

数）である。上の関係を満たすのが累乗関数なのである。ただし指数関数に用いられる eは不思議な数｝ 

指数関数の引数は複素数でも構わない（代数規則に従うから）。すると式（4.10）を用いて 

（4.11）  cos sinx jy x jy xe e e e y j y     

式（4.10）より整数 nに対して 

（4.12）  
n

j jne e   

これと式（4.7）により 

（4.13）  cos sin cos sin
n

j n j n       （ドモアブルの定理） 

式（4.3）と（4.7）を用いると複素数の極形式表示を得る。 

（4.14）  cos sin jz x jy r j re        

この複素数の極形式は、複素数同士の乗算、除算をするときにとても便利である。例えば 

（4.15） 
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二つの複素数のかけ算では、絶対値は積をとり、偏角は和をとればよい。次にわり算は 

（4.16） 
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二つの複素数のわり算では、絶対値は商をとり、偏角は差をとればよい。 



 二つの複素数 z1と z2がそれぞれ図の点 P1、P2で表されるとする。 
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二つの複素数の和の規則から、z1+z2を表す点は、OP1と OP2を二辺とする平行四辺形を描いたときの４番目の点 P3に

なることが分かる。この図から 

（4.17） 1 2 1 2z z z z    

等号は OP1と OP2が同一の直線上にあるとき、したがって二つの偏角が等しいときに成り立つ。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


