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1 階数に関する基本事項の続き
命題 1.1 ベクトル空間 V の元 x1, x2, · · · ,xk に対し、これらの中から選びう
る一次独立なベクトルの最大個数を r (≤ k)とすると dim〈x1, x2, · · · ,xk〉 = r

が成立する。(以前やったように 〈x1,x2, · · · ,xk〉は x1,x2, · · · ,xkが張るベク
トル空間である。) ¤

証明. 1最大個数を実現する一次独立なベクトルを xi1 , xi2 , · · · , xir (1 ≤ i1 <

i2 < · · · < ir ≤ k)とする。明らかに

dim〈xi1 , xi2 , · · · ,xir〉 = r

であるから、命題を証明するためには

〈x1,x2, · · · ,xk〉 = 〈xi1 ,xi2 , · · · ,xir〉 (1)

であることを示せばよい。そのためには二つの包含関係「⊂」と「⊃」を示
せばよい。集合 {xi1 , xi2 , · · · ,xir}は {x1, x2, · · · ,xk}の部分集合であるから
〈x1, x2, · · · , xk〉 ⊃ 〈xi1 , xi2 , · · · ,xir〉が成立することは明らか。もう一方の包
含関係を示すために、まず任意の iに対して xiが xi1 , xi2 , · · · , xir の一次結合
で表せることを示す。そこで、一次結合で表せない xiがあったとし、

r∑
j=1

ajxij + ar+1xi = 0

とおくと、もし ar+1 6= 0ならばxiがxi1 , xi2 , · · · ,xir の一次結合で表せないこ
とに反するので、ar+1 = 0でなければならない。すると xi1 ,xi2 , · · · ,xir が一
次独立であることから a1 = · · · = ar = 0となる。よって (r + 1)個のベクトル
xi1 , xi2 , · · · , xir ,xi は一次独立になるので、rが最大個数であることに反する。

1以下の証明はかなり丁寧に書いてあるので、長いからといってあきらめてはいけない。
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（一次独立になることのこの証明は第 2回命題 1.12の証明と同じである。）し
たがって任意の iに対して xiは xi1 ,xi2 , · · · , xir の一次結合で表せる。
〈x1, x2, · · · ,xk〉の任意の元を xとすると、

x =
k∑

i=1

aixi (2)

と書けるが、上で証明したようにxiたちはどれもxi1 , · · · ,xir の一次結合で書
けているから、それらを (2)に代入すれば、xもxi1 , · · · ,xirの一次結合で書け
ることがわかる。よってxは 〈xi1 ,xi2 , · · · ,xir〉の元である。したがって証明し
たかった包含関係 〈x1,x2, · · · ,xk〉 ⊂ 〈xi1 ,xi2 , · · · , xir〉を得る。 ¤

例 1.2 x1,x2 ∈ Rnを一次独立な元とする。このとき n + 2個のベクトル

x1,x2, x1 + x2,x1 + 2x2, x1 + 3x1, · · · ,x1 + nxn (3)

の中から選びうる一次独立なベクトルの最大個数は 2である。証明：3つめ以
降はすべて x1と x2の一次結合で書けているから、

〈x1,x2,x1 + x2,x1 + 2x2,x1 + 3x1, · · · , x1 + nxn〉 = 〈x1, x2〉

である。x1と x2は一次独立としているので dim〈x1,x2〉 = 2である。よって
命題 1.1より (3)の中から選びうる一次独立なベクトルの最大個数は 2である。
（証明終）

次に、命題 1.1を使って行列の階数に関する重要な性質（階数の一つの意味
づけ）を示す：

命題 1.3 m × n行列 Aに対して、rankAは Aの列ベクトル a1,a2, · · · ,anの
中から選びうる一次独立なベクトルの最大個数に等しい。また、行ベクトル
b1, b2, · · · , bmの中から選びうる一次独立なベクトルの最大個数とも等しい。¤

例 1.4 例 1.2の設定のもと、n × (n + 2)行列

(x1,x2, x1 + x2,x1 + 2x2, x1 + 3x1, · · · ,x1 + nxn)

の階数は 2である (by 命題 1.3)。

命題 1.3の証明のために次の補題を示す。これはそれ自身重要。
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補題 1.5 m × n行列A = (a1, · · · , an)が定める線形写像を f : Rn → Rmとす
ると、次式が成立する：

f(Rn) = 〈a1,a2, · · · ,an〉.

すなわち、Aが定める線形写像の像はAの列ベクトルが張る部分ベクトル空間
と等しい。 ¤

証明. これは行列のかけ算の定義を使って次のように簡単に示すことができる。
すなわち、像の定義から f(Rn)の元はあるx ∈ Rnを使ってAxと書けている。
x = (x1, x2, · · · , xn)とすると行列の積の定義から

Ax = (a1,a2, · · · , an)


x1

x2

...

xn

 (4)

= x1a1 + x2a2 + · · · + xnan (5)

となる。よってAx ∈ 〈a1, a2, · · · , an〉となるので

f(Rn) ⊂ 〈a1, a2, · · · , an〉. (6)

逆に、任意に x1a1 + · · ·xnan ∈ 〈a1,a2, · · · ,an〉を任意にとったとき、(4), (5)

を逆にたどればAxと書けるので、逆向きの包含関係

f(Rn) ⊃ 〈a1,a2, · · · ,an〉 (7)

も成り立つ。(6), (7)より、求める等号 f(Rn) = 〈a1, a2, · · · , an〉を得る。 ¤

命題 1.3の証明. 前回の定理 3.4より、rankA = dim f(Rn)が成り立つ。そし
て補題 1.5より f(Rn) = 〈a1, a2, · · · ,an〉となる。さらに命題 1.1より

dim〈a1, a2, · · · , an〉

は a1, a2, · · · ,anの中から選びうる一次独立なベクトルの最大個数に等しいの
で、rankAは a1,a2, · · · ,anの中から選びうる一次独立なベクトルの最大個数
に等しい。よって前半が示せた。

rankAがAの行ベクトルから選びうる一次独立なベクトルの最大個数とも等
しいことを示すためには、Aの転置行列 tA（これはもちろん n × m行列）に
対して前半で示した性質を適用すればよい。実際、 tAの列ベクトルはAの行
ベクトルに他ならないので、rank tAはAの行ベクトルの中から選びうる一次
独立なベクトルの最大個数に等しい。そして、rankA = rank tAであることを
思い出せばよい。 ¤
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2 ベクトルの和空間と直和
第 2回でやったように、ベクトル空間 V の二つの部分ベクトル空間W1,W2

が与えられたとき、共通部分W1 ∩ W2はいつでも部分ベクトル空間になった
（第 2回練習問題 1.10)。このほかに、和空間とよばれるものがいつでも定義さ
れる：

定義 2.1 W1,W2を V の部分ベクトル空間とするとき、V の部分集合

W1 + W2 := {x1 + x2 |x1 ∈ W1, x2 ∈ W2}

のことを、W1 + W2の和空間という。 ¤

命題 2.2 W1とW2が部分ベクトル空間ならば和空間W1 +W2もいつでも部分
ベクトル空間である。 ¤

証明. x, x′ ∈ W1 + W2と a ∈ Rを任意にとったとき、x + x′ ∈ W1 + W2で
あることと ax ∈ W1 + W2であることを示せばよい2。x ∈ W1 + W2より、和
空間の定義より、あるx1 ∈ W1と x2 ∈ W2が存在してx = x1 + x2と書ける。
同様にx′ ∈ W1 + W2より、あるx′

1 ∈ W1とx′
2 ∈ W2が存在してx′ = x′

1 + x′
2

と書ける。すると

x + x′ = (x1 + x2) + (x′
1 + x′

2) (8)

= (x1 + x′
1) + (x2 + x′

2) (9)

となる。ここで、W1, W2が部分ベクトル空間であることからx1 + x′
1 ∈ W1,

x2 + x′
2 ∈ W2となるよって x + x′はW1の元とW2の元の和で書けているの

で、x + x′ ∈ W1 + W2が成り立つ。
また、スカラー倍についても同様に

ax = a(x1 + x2) = ax1 + ax2 (10)

となり、W1, W2が部分ベクトル空間であることから ax1 ∈ W1, ax2 ∈ W2とな
る。よって ax ∈ W1 + W2となる。
以上よりW1 + W2が部分ベクトル空間であることが証明された。 ¤

和空間のもっとも簡単な例を与えよう。

例 2.3 V = R3とし、x1 = (1, 1, 0), x2 = (0, 1, 1)とおく。部分ベクトル空間
W1, W2を

W1 = 〈x1〉, W2 = 〈x2〉
2この時点でわからなくなった人は、部分ベクトル空間の定義 (第 2回定義 1.1)に戻ること。

4



で定める。このとき

W1 + W2 = 〈x1,x2〉 (x1と x2が張る平面).

次の例は上の例と少し様子が違う：

練習問題 2.4 再び V = R3とし、e1, e2, e3を標準基底とする。部分ベクトル
空間W1,W2を

W1 = 〈e1, e2〉, W2 = 〈e2, e3〉

で定める。このときW1 + W2 = R3であることを示せ。

解答例. 任意の元 x = (x, y, z) ∈ R3がW1の元とW2の元の和で表せることを
示せばよい。x1 = (x, y, 0), x2 = (0, 0, z)とおけばx = x1 +x2が成り立つ。ま
た x1 = xe1 + ye2, x2 = ze3と書けるので x1 ∈ W1, x2 ∈ W2である。よって
xはW1の元とW2の元の和で表されるので x ∈ W1 + W2である。 ¤

W1の生成元とW2の生成元をまとめたものはW1 + W2の生成元になる。す
なわち

命題 2.5

W1 = 〈x1, · · · ,xm〉, W2 = 〈y1, · · · , yn〉,

ならば
W1 + W2 = 〈x1, · · · , xm,y1, · · · ,yn〉

が成り立つ。 ¤

証明.

W1 + W2 = {x + y |x ∈ W1, y ∈ W2}
= {(a1x1 + · · · amxm) + (b1y1 + · · · + bnyn) | ai, bj ∈ R}
= 〈x1, · · · ,xm, y1, · · · , yn〉 (証明終)

和空間の特別な場合として、直和と呼ばれる概念がある：

定義 2.6 W1,W2を部分ベクトル空間とするとき、和空間W1 +W2が直和であ
るとは、任意の元x ∈ W1 + W2に対して、x = x1 + x2 (x1 ∈ W1,x2 ∈ W2)と
表す表し方がただ一通り である場合をいう。和空間W1 + W2が直和のとき、
直和になっていることを明示するためにW1 + W2の代わりにW1 ⊕W2と表す
ことが多い。 ¤
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たとえば練習問題 2.4の和空間の場合、任意のx = (x, y, z) ∈ W1 +W2 = R3

に対して
x = (x, y, 0) + (0, 0, z)

と書けるし、
x = (x, 0, 0) + (0, y, z)

とも書けるので、和としての表し方が一意的ではない。よって和空間W1 + W2

は直和ではない。

一方、例 2.3の和空間の場合、

a1x1 + a2x2 = b1x1 + b2x2

と二通りに表せたとすると、移項して

(a1 − b1)x1 + (a2 − b2)x2 = 0

となる。ここで c1 = a1 − b1, c2 = a2 − b2とおくと

(a1 − b1)x1 + (a2 − b2)x2 = c1x1 + c2x2

= (c1, c1, 0) + (0, c2, c2)

= (c1, c1 + c2, c2)

となる。これが 0に等しいので c1 = c2 = 0、すなわち a1 = b1, a2 = b2となる。
よって和としての表し方は一意的なので、W1 + W2は直和である。

上では定義に戻って直和になっていることを示したが、実際には次の性質を
使って判定することが多い。

命題 2.7 和空間W1 + W2が直和であるための必要十分条件はW1 ∩W2 = {o}
である。 ¤

証明. まずW1 ∩ W2 = {o}ならば直和であることを示す。

x1 + x2 = x′
1 + x′

2, x1, x
′
1 ∈ W1, x2, x

′
2 ∈ W2

とする。（すなわちW1 +W2の元が和として二通りに表せたとする。）移項して

x1 − x′
1 = x2 − x′

2

である。この式の左辺はW1の元であり、右辺はW2の元である。よってx1−x′
1

はW1 ∩ W2の元である。仮定によりW1 ∩ W2 = {o}であるから x1 − x′
1 = o,
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すなわちx1 = x′
1となる。よってx2 = x′

2となる。したがって和としての表し
方は一意的であるから、直和である。
逆に直和ならばW1∩W2 = {o}であることを示す。もしW1∩W2の元x 6= o

があったとすると、まず

x = x + o, x ∈ W1, o ∈ W2

となり、一方で
x = o + x, o ∈ W1, x ∈ W2

とも書ける。これらはxの表し方が一意的ではないことを意味する。したがっ
てW1 + W2は直和でない。よって直和ならばW1 ∩ W2 = {o}が成り立つ。¤

練習問題 2.8 （やや難）R3の部分ベクトル空間W1,W2 が 2次元のとき、W1+

W2は決して直和にならないことを示せ。

解答例. 命題 2.7よりW1 ∩ W2 6= {0}であることを示せばよい。W1の基底を
x1, x2, W2の基底を y1,y2とし、

a1x1 + a2x2 + b1y1 + b2y2 = 0

とおく。これは移項すれば

a1x1 + a2x2 = −b1y1 − b2y2

となる。これはa1x1 +a2x2 ∈ W1∩W2を意味する。よってW1∩W2 = {0}であ
るとすると、a1x1+a2x2 = 0となる。よってa1 = a2 = 0。また−b1y1−b2y2 = 0

より b1 = b2 = 0となる。これは４つのベクトル x1,x2, y1,y2が一次独立であ
ることを意味するので dim R3 = 3と矛盾する。したがってW1 ∩ W2 6= {0}で
ある。 ¤

(以上)
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