
 9-1
 
第 9 回（プリント配付） 
・ RC 放電回路（電荷，電流表記） 
・ RC 充電回路の解法 

① 直流（DC）電源 
② 交流（AC）電源 
③ 交流回路の定常解 

・ RL 充電回路の解法 
① 直流（DC）電源 
② 交流（AC）電源 
③ 交流回路の定常解 

 
 
線形 1 階微分方程式の解法： RC ・ RL 回路 
 
[１] 線形１階微分方程式の解の一般式の導出 
[公式]   

線形 1 階微分方程式 ( ) ( )dy P x y Q x
dx

+ = …(1)の 

一般解は式(2)で与えられる。 

( )( ) ( )
0( )P x dx P x dxy e Q x e dx c− ∫∫= +∫ …(2) 

ただし 0c は定数である。 
 
[導出]（定数変化法） 

( ) ( )dy P x y Q x
dx

+ = …(3)    

(3)式の ( ) 0Q x = とおき，解 0y を求める。 

( )
0

( ) 0, ( ) ,

1 ( ), ( )

log ( ) ( )

( ) 'e ( ' e )P x dx k

dy dyP x y P x y
dx dx

dy dyP x P x dx
y dx y

y P x dx k k

y x k k−∫

+ = = −

= − = −

= − +

= = ±

∫ ∫

∫ は定数

 

 
 次に， 0 ( )y x を用いて元の微分方程式の解を

0( ) ( )y c x y x= とおけると仮定し， ( )c x を求める。 
なお， 0y c y= とおき，式(3)に代入。 

0
0

0
0 0

0
0 0

( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( )

d cy P x cy Q x
dx

dydcy c cP x y Q x
dx dx

dydcy c P x y Q x
dx dx

+ =

⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ここで 0y は ( ) 0dy P x y
dx

+ = の解なので， 

0)( 0
0 =+ yxP

dx
dy

だから， 0 ( )dcy Q x
dx

=  

( )

( )
( )

0

( )
0 0

( ) ( )
0 0

( ) ( )
0

( ) ( ) 1 ( )e ,
''e

1 ( )e ( )
'

1 ( )e 'e
'

( )e

P x dx
P x dx

P x dx

P x dx P x dx

P x dx P x dx

dc Q x Q x Q x
dx y kk

c Q x dx c c
k

y cy Q x dx c k
k

e Q x dx c

∫
−∫

∫

−∫ ∫

−∫ ∫

= = =

= +

⎛ ⎞∴ = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

∫

∫

∫

は定数
 

 
 
[２]  RC 回路の解法 
① 直流（DC）電源 
 図１に示す RC 回路を考える。初期状態ではスイ

ッチ S は開放されており，キャパシタには電荷が蓄

積されていないとする。直流電圧源の両端電圧を

E とし，時刻 0t = においてスイッチ S を閉じたとき，

時間 t に対して回路に流れる電流 ( )i t を求める。 

 
 
時刻 0=t 以降における回路方程式式は，電流

)(ti を用いて： 
1( ) ( )Ri t i t dt E
C

+ =∫  

両辺を t について微分すると， 0=t 以降は E は

一定であり 0dE
dt

= だから， 

10, ,

1 1 1,

log ( ), 'e ( ' e )
t

kCR

di i diR i
dt C dt CR
di di dt

i dt CR i CR

ti k k i k k
CR

−

+ = = −

= − = −

= − + = = ±

∫ ∫

は定数

 
0=t でキャパシタ両端の電圧は 0 なので，

(0) Ei
R

= 。よって ' Ek
R

= より， ( )
t

CREi t e
R

−
=  となる。

電流波形を模式的に図示すると図２のようになる。 

C

)(ti
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図１ RC 回路（直流電圧源） 
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② 交流（AC）電源 

図３に示す回路に対して電圧の式を立てると以

下 の 通 り と な る 。 た だ し

0 0( ) cos ( 0), 0 ( 0)v t V t t tω= ≥ < とおく。 

0 0
1( ) ( ) cosRi t i t dt V t
C

ω+ =∫  

両辺を t について微分すると， 

0 0 0

0 0
0

sin ,

sin

di iR V t
dt C

Vdi i t
dt CR R

ω ω

ω
ω

+ = −

+ = −
 

[１]の式(1)の変数 x を t に置き換えてあてはめると 
0 0

0
1( ) , ( ) sin

V
P t Q t t

CR R
ω

ω= = − なので，式(2)に

代入して， 
1 1

0 0
0 0

0 0
0 0

( ) e sin e

e e sin

dt dt
CR CR

t t
CR CR

Vi t t dt c
R

V
tdt c

R

ω
ω

ω
ω

−

−

∫ ∫⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

 

0e sin
t

CRP tdtω= ∫ とおいて部分積分すると， 

( )

0

0 0 0

0

0 0 0 0

2
0 0 0 0

e sin

e sin e cos

e sin

e cos e sin

e cos sin ( )

t
CR

t t
CR CR

t
CR

t t
CR CR

t
CR

P tdt

CR t CR tdt

CR t

CR CR t CR tdt

CR CR t t CR P

ω

ω ω ω

ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

=

= ⋅ −

= ⋅

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⋅ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅ − + −

∫

∫

∫

 

{ }
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2
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0 0 0
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cos sine
1 ( )

t
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t
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CR CR t t
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+
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2
0

0
0 02 2

0 0

2
0

0 0

02
0

1 ( )

1e cos sin
1 ( ) 1 ( )

1 ( )

e cos cos sin sin

e cos( )
1 ( )

t
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t
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t
CR

CR

CR

CR t t
CR CR

CR

CR

t t

CR t
CR

ω

ω
ω ω

ω ω

ω

φ ω φ ω

ω φ
ω

= − ⋅
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

= − ⋅
+

−

= − ⋅ +
+

 

ここで
0

1tan
CR

φ
ω

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
， よって， 

0 0
0 02

0

( ) e cos( )
1 ( )

t
CR CVi t c t

CR

ω
ω φ

ω

−
= + +

+
 

 
0=t において電源の電圧は 0V であり，キャパシ

タの蓄積電荷量が 0 なので
R
Vi 0)0( = であるから，

上式に代入して， 
0 0 0

0 2
0

0 0 0 0
2 2

0 0
2

0 0 0 0
2 2

0 0

cos
1 ( )

1 ( ) 1 ( )

( ) 1
1 ( ) 1 ( )

V CVc
R CR

V CV CR
R CR CR

V V CR V
R R RCR CR

ω
φ

ω
ω ω

ω ω

ω
ω ω

= −
+

= − ⋅
+ +

= − =
+ +
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tVtv 00 cos)( ω=

+ －

)(ti
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図３ RC 回路（交流電圧源） 
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図２ 図１の電流（直流電源） 
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③ 交流回路を 0

0( ) e j tv t V ω= とおいて解く（交流の

定常解）。図４。 
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よって実部をとって ( )i t が求まる。 

0
02

0

( ) cos( )
1 ( )

oCVi t t
CR

ω
ω φ

ω
= +

+
 

 
この結果は②の定常解の項と一致する。 
 
[３] RL 回路の解法 
① 直流（DC）電源： 図５の RC 回路を考える。 
初期状態ではスイッチ S が開放されているとする。

直流電圧源の両端電圧を E とし，時刻 0t = にお

いてスイッチ S を閉じたとき，時間 t に対して回路

に流れる電流 ( )i t を求めてみよう。時刻 0t = 以降

において，電流 ( )i t を用いて電圧に対する式をた

てると以下の通りになる。 

( ) diRi t L E
dt

+ = ，  
di R Ei
dt L L

+ =  

 [１]の式(1)の変数 x を t に置き換えてあてはめると 

( ) , ( )R EP t Q t
L L

= = なので，式(2)に代入して， 

0

0 0 0

( ) e e

e e e e e

R Rdt dt
L L

R R R R Rt t t t t
L L L L L

Ei t dt c
L

E E Edt c c c
L R R

−

− − −

∫ ∫⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + = + = +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫

 ここで 0t = においてインダクタ両端の電圧は E
なので， (0) 0i = である。よって， 

0 00, ( ) 1 e
Rt
LE E Ec c i t

R R R
−⎛ ⎞

⎜ ⎟+ = = − ∴ = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

模式的に図示すれば図６となる。 

 
 
② 交流（AC）電源 

図７に示す回路に対して電圧の式を立てると以

下 の 通 り と な る 。 た だ し

)0(0),0(cos)( 00 <≥= tttVtv ω とおく。 

0
0 0 0( ) cos , cosVdi di RRi t L V t i t

dt dt L L
ω ω+ = + =

)(ti

LR

S

E
 

図５ RL 回路（直流電圧源） 
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図６ 図５の電流（直流電源） 
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図４ RC 回路（交流電圧源） 
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[ １ ] の 式 (1) の 変 数 x を t に 置 き 換 え て ，

t
L

VtQ
L
RtP 0

0 cos)(,)( ω== なので，式(2)に代

入して， 

0
0 0

0
0 0

( ) e cos e

e e cos

R Rdt dt
L L

R Rt t
L L

Vi t t dt c
L

V tdt c
L

ω

ω

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞∫ ∫= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫
 

0e cos
Rt
LP tdtω= ∫ とおいて部分積分すると， 

0 0 0 0

0

0 0
0 0

e cos e cos e sin

e cos

e sin e cos
R Rt t
L L

R R Rt t t
L L L

Rt
L

P

L Ltdt t tdt
R R

L t
R

L LL t tdt
R R R

ω ω ω ω

ω

ω ωω ω

=

= +

=

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫
20 0

0 0

20 0
0 0

e cos sin ( ) ,

1 ( ) e cos sin

Rt
L

Rt
L

L LL t t P
R R R

L LLP t t
R R R

ω ωω ω

ω ωω ω

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧ ⎫ ⎛ ⎞+ = +⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎩ ⎭ ⎝ ⎠

 

0
0 0

20

20

cos sin
e

1 ( )

1 e
1 ( )

Rt
L

Rt
L

Lt tL RP LR
R

L
RL

R

ωω ω

ω

ω

+
∴ =

+

=
+

 

0

0 0
2 20 0

1 cos sin
1 ( ) 1 ( )

L
Rt t

L L
R R

ω

ω ω
ω ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎜ ⎟

+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )0 0
20

0
0

20

1 e cos cos sin sin
1 ( )

1 e cos( ) (tan )
1 ( )

Rt
L

Rt
L

L t t
RL

R
LL t

R RL
R

φ ω φ ω
ω

ωω φ φ
ω

= +
+

= − =
+

 

0
0 0

0
0 0

20

0
0 0

20

( ) e e cos

1e cos( )
1 ( )

1e cos( )
1 ( )

R Rt t
L L

Rt
L

Rt
L

Vi t tdt c
L

V Lc t
L RL

R
Vc t
R L

R

ω

ω φ
ω

ω φ
ω

−

−

−

⎛ ⎞
∴ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + −
+

= + −
+

∫

 

ここで 0)0( =i なので，上式に代入して， 

0
0

20

0 0

202 20 0

0
0

20 20

1 cos
1 ( )

1 1 1

1 ( )1 ( ) 1 ( )

1 1( ) e cos( )
1 ( ) 1 ( )

Rt
L

Vc
R L

R
V V

LR RL L
RR R

Vi t tLR L
R R

φ
ω

ωω ω

ω φ
ω ω

−

= −
+

= − ⋅ = −
++ +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥∴ = − + −
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 
③ 交流回路を 0

0( ) e j tv t V ω= とおいて解く（交流の

定常解）。図８。 
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図７ RL 回路（交流電圧源） 
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図８ RL 回路（交流電圧源） 
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⎛ ⎞− ⎜ ⎟
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⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
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⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 ) 0(tan )t L
R

φ ωφ− =

 
よ っ て 実 部 を と っ て )(ti が 求 ま る 。

)cos(

1

1)( 02
0

0 φω
ω

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

= t

R
LR

Vti  

［２］の RC 回路と比べると，位相の進み・遅れの関

係が逆であることがわかる。 
 


