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時間・空間の離散化時間・空間の離散化時間 空間の離散化時間 空間の離散化

在 ピ 演算 論 演算 時 空 偏現在のコンピュータは四則演算（論理演算）と判断のみ。時間・空間の偏微
分方程式を初期値・境界値問題として解く場合、何らかの離散化が必要。

空間を等間隔で離散化の場合 格子点＝グリッド ： 添字 i で指定
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差分近似差分近似差分近似差分近似

差分近似

微分演算を有限区間幅の差分式に置き換える。

差分式の導出
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差分式の導出（１）差分式の導出（１）

前進差分

差分式の導出（１）差分式の導出（１）

テーラー展開

⋅⋅⋅+Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂

+=Δ+ 3
3

3
2

2

2

6
1

2
1)()( x

x
fx

x
fx

x
fxfxxf ii ∂∂∂

=== 62 xxx
iii xxxxxx

11 2
32

1 fffff ii Δ
∂

Δ
∂∂−+

6
1

2
1 2

32
1

f

x
x
fx

x
f

x
f

x
ff

iii xxxxxx

ii

∂

⋅⋅⋅+Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂

+
∂
∂

=
Δ

===

+

)( xO
x
f

ixx

Δ+
∂
∂

=
=

(1)

5
差分精度は Δx の１次精度

差分式の導出（２）差分式の導出（２）

後退差分

差分式の導出（２）差分式の導出（２）

テーラー展開

後退差分
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差分精度は Δx の１次精度

中心差分中心差分

式 (1) 式 (2)

中心差分中心差分

式 (1) – 式 (2)
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Δx の２次精度であるが f を使わないので 差分式
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Δx の２次精度であるが、 fi を使わないので、差分式
の安定性や数値振動が入り込む可能性が高い。

差分式の精度検証差分式の精度検証差分式の精度検証差分式の精度検証
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代表的な１階微分の差分式代表的な１階微分の差分式代表的な１階微分の差分式代表的な１階微分の差分式
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２階微分に対する差分式２階微分に対する差分式

式 (1) + 式 (2)

２階微分に対する差分式２階微分に対する差分式
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高い精度の差分式を構成するには それだけ多くの格子点情報を必要と

Δx の２次精度の差分式
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高い精度の差分式を構成するには、それだけ多くの格子点情報を必要と
する。m 階微分に対して差分式を作には、m+1点以上の情報を必要とする。

代表的な２階微分の差分式代表的な２階微分の差分式代表的な２階微分の差分式代表的な２階微分の差分式
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移流方程式移流方程式 の解法の解法0=
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移流方程式の一般解： )( utxF −=φ

F(x) は、x の任意関数。 φ (t,x) = F(t-Δt, x-uΔt)であるので、解

は F(x) というプロファイルが 速度 u で右に移動して行くは、 F(x) というプロファイルが、速度 u で右に移動して行く。

● 移流方程式を初期値境界値問題として解く。

),(),( tuxttFxt Δ−Δ−=φ

● 移流方程式を初期値境界値問題として解く。

初期条件
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シンプルな差分化シンプルな差分化シンプルな差分化シンプルな差分化
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CFLCFL数数CFLCFL数数
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( )iii C 112 −+ φ−φ−φ=

C = uΔt/Δx : クーラン数 (CFL: Courant-Friedrich-Levy)

C=（物理的な伝播距離 uΔt ）/(数値的な伝播距離 Δx)

実際に プログラムを組んで（数値）実験

C （物理的な伝播距離 uΔt ）/(数値的な伝播距離 Δx)

プログラム １
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実際に、プログラムを組んで（数値）実験
を行う。

プログラム １

時空間における情報の影響範囲時空間における情報の影響範囲時空間における情報の影響範囲時空間における情報の影響範囲

1+nt
nt

t

1−nt

iiii−−11 ii++11

C が１より小さければ、次の物理的状態を決めるのに十分な情報を持っている。数値的

な影響領域が物理的特性領域を含んでいなければ、スキームは不安定になる。
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（必要条件）

陽解法では、 でなければならない。1)( ≤numberCFLC

移流方程式の安定性解析（移流方程式の安定性解析（1/21/2））移流方程式の安定性解析（移流方程式の安定性解析（1/21/2））

von Neumann の手法

擾乱 （正弦波）を仮定する。xjiknn
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差分式 に代入すると、( )n
j

n
j

n
j

n
j C 11

1

2
1

−+
+ φ−φ−φ=φ

は虚数は虚数 は波数は波数 は格子点番号は格子点番号 は格子点位置は格子点位置））（（ii は虚数、は虚数、 k k は波数、は波数、 j j は格子点番号、は格子点番号、 jjΔΔxx は格子点位置は格子点位置））
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C はクーラン数



移流方程式の安定性解析（移流方程式の安定性解析（2/22/2））移流方程式の安定性解析（移流方程式の安定性解析（2/22/2））
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厳密解は であるが、数値計算スキーム11 =δφδφ + nn

11 ≥δφδφ + nn

移流方程式 時 前進差分 空 中心差分を使うと 安定

は となる。
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移流方程式に時間前進差分・空間中心差分を使うと不安定


