
古典力学と量子力学の相違点
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演算子の性質

２．エルミート演算子

τϕψτψϕ dd )()( ∗∗∗ ∫∫ = aa

エルミート演算子の固有値は実数

ψψ a=a
∗∗∗∗ = ψψ aa

τψψτψψ dad ∫∫ ∗∗ =)(a

τψψτψψ dad ∗∗∗∗ ∫∫ =)(a

a がエルミートのとき、

証明

∗= aa （実数のときのみ真）

３．線形演算子

( ) ( )[ ] ( ) ( )xfcxfcxfcxfc 22112211 aaa +=+

線形ではない例 ( ) ( )[ ]2xfxf =a

１．演算子の和と積

( ) ( ) ( ) ( )xfxfxf βαβα +=+

( ) ( )[ ]xfxf βααβ =

βααβ = は必ずしも成立しない（可換ではない）
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量子力学の構築
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Postulate １
系のすべての状態は、波動（状態）関数Ψによって記述される。

ΨΨ*dτは、系が体積素片dτ中に存在する確率を与える。

Postulate ２
すべてのオブザーバブルに対して、対応する線形演算子が
存在する。

位置の演算子

運動量の演算子

x̂
xp̂

他のオブザーバブルの演算子

( ) ( ),...ˆ,ˆ,ˆ,...,ˆ,ˆ,ˆˆ,...,,,...,,, 221111221111 zyxzyx pppzyxpppzyx Ω→Ω
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例 エネルギー演算子

Postulate ３
状態関数ΨがオブザーバブルΩに対応する演算子の固

有関数であり、固有値がωであるならば、Ωの観測によっ

て確定値ωが得られる。ハミルトニアンに対する固有値は、

系の全エネルギーを与える。

Ψ=ΨΩ ωˆ
Ψ=ΗΨ E （Schrödinger方程式）
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Theorem 1

ハミルトニアンの固有関数は、縮退の有る無しに関わらず

直交関数系をなす。 証明は宿題

Postulate 4
Shrödinger方程式の解、あるいは、一般に演算子 の固有関

数の組、ψ1, ψ2, ψ3, …は完全系をなす。

すなわち、任意の関数φ（ｘ）は、これらの線形結合で展開できる。

( ) ( ) ( ) ( ) LL ++++= xcxcxcx iiψψψφ 2211

ψiが規格化されていると仮定し、直交性の定理を用いると、

係数ciは次式で決定される。

( ) ( )dxxxc ii φψ∫ ∗=

Postulate ５
ψ1, ψ2はオブザーバブルΩの固有値ω1,ω2に対する固有

関数とするとき、状態φ=c1ψ1 +c2ψ1に対して、Ωの測定を

行うと、 ω1,ω2の値がそれぞれc1*c1, c2*c2の確率で得られる。

ΨiがΩの固有関数で規格直交系をなしているとすると、

Theorem ２
任意の状態φにおけるオブザーバブルΩの期待値は、

τφφ d∫ Ω=Ω ∗ ˆ
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Theorem ３
二つの演算子αとβが可換ならば、これら演算子の同時固有
関数が存在する。

証明
ββαα ψβψψψ iiiiii ba == ,α

とする。 Postulate 4より

ββα ψψψ jjii
j

jjii cac ∑∑ == αα ( ) 0=−∑ βψ ji
j

ji ac α

αとβが可換のとき、

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }ββββ ψψψψ jijjjijiji abbaaa −=−=−=− ααβααβ

したがって、この固有関数 ( ){ }βψ jia−α は、
βψ j

と同一（定数倍であってもよい）あるいは恒等的にゼロ。

縮退がないと仮定すると、

( ) ββ ψψ jijji ga =−α ijg は定数

(21)

(22)

(23)

(24)

この関係を式(22)に代入すると、 0=∑ βψ jij
j

ji gc

(25)

となるから、

0==∫∑ ∗

ikkijkij
j

ji gcdgc τψψ ββ

よって、 ckiあるいはｇikのいずれかがゼロ。ｇikがゼロとすると、

( ) βββ ψψψ jijji aa ==− αα ;0 (26)

ckiがゼロとすると、

0===∑ ∫∫
∗∗

ki
j

jkjiik cdcd τψψτψψ ββαβ

αψ i は
βψ i に直交していることを示すが、前者は完全系をなす

ので、 ),2,1( L=∈ iik
αβ ψψ でなければならない。

(27)



Theorem ４
２つの演算子αとβの固有関数である直交関数系の組ψiが

存在するならば、αとβは可換である。

証明

任意の関数φをψiで展開し、φに対し(αβ−βα)を作用させると、

( ) ( ) ( ) 0=−=−=− ∑∑ i
i

iiiiii
i

i abbacc ψψφ βααββααβ

よって、 φは任意なので、αとβは交換する。

(28)

Heisenbergの不確定性原理

h
2
1

≥ΔΔ qp (29)

位置qと運動量pは同時に確定した値をもたない。

位置の演算子と運動量の演算子は可換でない。
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古典力学におけるハミルトンの運動方程式のような確定した

qとpの間の関係式を書くことができない。ｑとpで張られる位相

空間の中で確定した軌跡(trajectory)を描かない。
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球面極座標系における
Schrödinger方程式
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Θ はルジャンドル陪関数、Yは球面調和関数



角運動量
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古典的表式

量子力学演算子

zyx LLL kjiL ++=全角運動量

全角運動量の２乗
2222
zyx LLL ++=L

デカルト座標系から極座標系への変換
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交換則を見出すために

(33)
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(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)
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ゆえに、
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(43)

(44)

(45)

式(39),(40)より、

022 =− LLLL zz (46)

L2とLzが可換であることは容易に導ける。

Lx、Lyについても同様な関係成立。

式(46)とtheorem 3より、 L2とLzの同時固有関数が存在。
これをYl,mと置く。
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式(36),(47)より
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式(49)から(50)を引いて

( ) ( ) mlmlmlyx YkkYLL ,
2

,
22 −=+ (51)

また、
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いま、ψiがLxの固有値mxiに対する固有関数であるとすると、

のように展開できる。よって、
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式(51)と(52),(54)を比較して

( )∑ +=−
i

yiixiiml mdmckk 22222

LxとLyはエルミート演算子だから、
2
xim 2

yim は正。よって

2
ml kk ≥

(55)

(56)

( ) ( )( )h++=+ zyxyxz LiLLiLLL

一方、交換関係より

( ) ( )( )h−−=− zyxyxz LiLLiLLL

(57)

(58)

式(57)の両辺をYl,mに作用させると、

( ){ } ( )( ) ( ) ( ){ }mlyxmmlzyxmlyxz YiLLkYLiLLYiLLL ,,, ++=++=+ hh

したがって、 ( ) mlyx YiLL ,+ はLzの固有関数であり、固有値は

h+mk あるいはゼロ。 また、L2は式(57)のすべての演算子と

可換なので、( ) mlyx YiLL ,+ は、L2の固有関数（固有値kl)でもある。

同様な議論から、 ( ) mlyx YiLL ,− は固有値 h−mk あるいはゼロ

(59)

宿題



こうして、L2に対し固有値klをもち、Lzに対して固有値

LhhhhL ,2,,,,2, ++−− mmmmm kkkkk
をもつ、一連の固有関数が得られた。

式(56)の条件が存在するため、この級数は両端で閉じなけれ

ばならない。いま、km’を最低許容値、km’’を最高値とし、Yl,m’,
Yl,m’’を対応する固有関数とすると、

0)( , =+ ′′mlyx YiLL

(60)

(61)

同様に、

0)( , =− ′mlyx YiLL (62)
また、
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したがって、

mml kkk ′′′′ += h2 (64)

同様に、式(62)から、

mml kkk ′′ −= h2 (65)

式(64)と(65)がkm’’>km’の条件で矛盾なく成立するためには、

mm kk ′′′ −=

hこれと式(60)、すなわち、km’’は の整数倍だけkm’より大きくなけれ

ばならない、という条件が同時に満足されるためには、

に対するLzの固有関数、かつL2の固有関数（固有値kl)。



よって、
2)1( h+= llkl (68)

このとき、kmの可能な値は、

( ) hLhh lll −− ,,1, (69)

したがって、mを

lmlmkm ≤≤−= ,h (70)

としてよい。lが整数ならmは整数、lが半整数ならmも半整数。

したがって、式(47),(48)は
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(72)

これらの関係は交換則のみから得られた。したがって、同じ

交換則にしたがう別の演算子についても成立する。

さらに、交換則を用いて議論を進めると、球面調和関数Yl,m

の解析的な形まで導くことができる！！

H. Eyring et al., Quantum Chemistry, p. 45-47参照

これまでの議論でｌについては特別な制限条件がないこと、

km’’はlのみに依存することを考慮すると、 n=lとおいてよいだろう。

hlkm =′′
(67)( ) ( )hhh llkl += 2

すなわち、 したがって、

LLh ,
2
5,

2
3,

2
1,2,1,0; ornnkm ==′′ (66)



角運動量のベクトル模型

x

y

z
角運動量の大きさと
Ｚ成分だけが確定し
ていることを表わす。
ｘ、ｙ成分は不定。
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