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ド・ブロイの物質波の概念
 を元に、1926年にシュレー
 ディンガーの波動方程式を
 導出した。

 
1933年、ノーベ

 ル物理学賞を受賞。



波動関数の性質

量子力学の第一の仮定（postulate）は
系の状態は波動関数（wavefunction）で記述できる

というものである。量子力学の波動関数は一般にΨやψ（プサイ）
 で表される。いろいろな物理的また数学的な理由から波動関数Ψ
 には制限が加えられ、次のような関数に限定されている。

①一価であること、つまり、すべてのｘに対してΨ(x)の可能な値は
 ただ一つだけであること、

②連続であること、

③微分可能であること（有界あるいは有限である）、つまり数学的
 にΨの導関数が存在すること。多くのΨはまた二乗積分可能、つ
 まり｜Ψ｜2の積分の値も存在しなければならない。



波動関数に対する制約

• 波動関数が許されるものであ
 るためには、厳しい条件を満

 たさねばならない。(a)連続で
 ないから許されない、(b)勾配
 が不連続だから許されない、
 (c)この関数は一価でないか

 ら許されない、(d)ある有限の
 領域にわたって無限大になる
 (発散する）から許されない。



オブザーバブルと演算子

• 系の状態を調べるとき、質量、体積、位置、運動
 量、エネルギーという性質について測定を行なう
 のが普通である。この性質をオブザーバブル(測
 定可能な物理量）と呼ぶ。

• 量子力学の第二の仮定は

オブザーバブルの値を決めるには、波動関数に
 ある数学的な操作（演算）をする必要がある。

ということである。この操作は演算子(operator)で
 表される。



量子力学のもう一つの仮定は

すべての興味ある物理的なオブザーバブルに
 は、対応する演算子が存在する。

ということである。１回の測定で得られるオブ
 ザーバブルのただ一つの値は式

のような、演算子と波動関数からな
 る固有値方程式の固有値でなければならない。

 これもまた量子力学の中心的な概念である。

EΨΨH =
)



固有値方程式、固有値、固有関数

演算子と関数に対して共通な記法として、

と表すことができる。ここでEは定数である。あ
 る関数Ψに演算し(Hが作用して),元の関数に
 定数E（1や、ときとして0でもよい）が掛かったも

 のになるとき、この式を固有値方程式
 （eigenvalue equation）と呼び、定数Eを固有

 値（eigenvalue）と呼ぶ。また、この関数Ψは演
 算子Hの固有関数（eigenfunction）と呼ばれる。

EΨΨH =
)



演習

次の演算子と関数の組み合わせのうち、固有値方程
 式を生じるものはどれか。

また、その固有値を求めよ。
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解答（ａ）

これは

となるから固有値方程式であり、固有値は
 －１/１６である。
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解答（ｂ）

これは

となるから固有値方程式であり、固有値は
 －４である。
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解答（ｃ）

これは

となるので固有値方程式ではない。元の関数
 

は残っているが, 定数でなく、ほかの関数
 

-８ｘ
 

が掛かっているからである。
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演算子

二つの基本的なオブザーバブルは位置（任意だが、ふつうはｘ
 方向を選ぶ）と、これに対応する運動量［とくに直線運動量

 （linear momentum）と呼ぶこともある］である。これらは古典力
 学ではそれぞれ

 
と

 
と表される。ほかの多くのオブザーバブ

 ルは、この二つの基本的なオブザーバブルのいろいろな組み
 合わせである。量子力学では位置演算子（position 

operator ）
 

が変数
 

を関数に掛けるものとして

のように定義され、また
 

方向の運動量演算子（momentum 
operator）（とくに直線運動量演算子と呼ぶこともある）

 
が微

 分の形で

と定義される。ここで虚数単位
 

は－１の平方根である。
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いろいろなオブザーバブルの
 演算子とその古典的対応量

教科書110ページの表４.１を参照



Max BornMax Born

マックス・ボルン
（ドイツ生まれのイギリスの理論物理学

1882/12/11～1970/1/5

1926年、『波動関数の大きさの
 二乗がその位置に粒子を見出
 す存在確率(密度）を表す』とい
 う仮説をたてた。

また、「ボルン-オッペンハイ
 マー近似」と呼ばれる近似法を

 編み出した。門下生には、ハイ
 ゼンベルク、ジョン・ノイマン、

 パウリなどがいる。
1954年、ノーベル物理学賞を

 受賞。



粒子の存在確率

• 波動関数ψは、その絶
 対値の二乗（ψ*ψまた
 は

 
｜ψ｜2）が確率

 密度であるという意味で
 確率振幅である。ある位
 置 x と

 
x＋ dxの間に

 その粒子を見出す確率
 は｜ψ｜2 dxに比例する。



三次元空間において粒子を見出す確率

三次元空間における
 波動関数のボルンの
 解釈によると、ある位
 置r における微小の体
 積素片dτ=dxdydzの
 中に粒子を見出す確

 率は、｜ψ｜2 dτの
 値に比例する。



波動関数の符号と確率密度の関係

• 波動関数の符号はそれ
 自身は物理的な意味を
 もたない。この波動関数
 の正および負の領域は、
 どちらも（ψの絶対値の

 二乗で与えられ、影の
 濃さで表されているよう
 に）同じ確率分布に相

 当する。



確率密度

ikxAex =)(ψ
波動関数を上式とする。粒子の
確率密度は

( ) ( ) ( )( ) 2**2)( AAeeAAeAex ikxikxikxikx === −ψ

(a)(a)
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波動関数は次式である。
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演算子

二つの基本的なオブザーバブルは位置（任意だが、ふつうはｘ
 方向を選ぶ）と、これに対応する運動量［とくに直線運動量

 （linear momentum）と呼ぶこともある］である。これらは古典力
 学ではそれぞれ

 
と

 
と表される。ほかの多くのオブザーバブ

 ルは、この二つの基本的なオブザーバブルのいろいろな組み
 合わせである。量子力学では位置演算子（position 

operator ）
 

が変数
 

を関数に掛けるものとして

のように定義され、また
 

方向の運動量演算子（momentum 
operator）（とくに直線運動量演算子と呼ぶこともある）

 
が微

 分の形で

と定義される。ここで虚数単位
 

は－１の平方根である。
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xy 面内にある半径 r の円周上の
 

質量m の粒子の角運動量
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はこの面に垂直で大きさが pr
 

のベクトルで表してある。

古典的対応量

演算子



運動エネルギーと波動関数

• 波動関数が周期的な波の形を
 もっていなくても、その平均曲

 率に注目すれば、粒子の平均
 運動エネルギーを推定できる。
 この図は二つの波動関数を示

 してある。鋭く曲がった関数は、
 鋭さの弱い曲がり方をしている

 関数よりも運動エネルギーが
 大きいことに相当する。



運動エネルギーの大小

• ある粒子の実測の運動
 エネルギーは、この波動
 関数によって被われる全
 空間からの寄与の平均

 である。鋭く曲がった領
 域は、この平均値に大き

 い運動エネルギーを寄与
 するが、曲がり方が弱い

 領域は小さい運動エネル
 ギーしか寄与しない。



• 右下がりのポテンシャ
 ル中にあり、したがって

 右向きに一定の力を受
 けている粒子の波動関
 数。波動関数の実数部
 分も同様であるが、全

 体として右にずれる。



Heisenberg Heisenberg の不確定性原理の不確定性原理
 

（（uncertainty principle）

ヴェルナー・カール・ハイゼンベルク
（ドイツの理論物理学者）

1901/12/5～1976/2/1

π4/hpx x ≥ΔΔ

ある粒子の位置と運動量を同時
 に同じ精度で決定することは不可

 能である。すなわち、粒子の位置
 について完全に確かであれば

 （Δx=0）、上の式は運動量
 Δpx

 

=∞であることを示す。逆に運
 動量を正確に決める（Δpx

 

=0）と、
 位置は完全に不確定（Δx=∞）で
 なければならない。



位置が決まった粒子の波動関数

• はっきり決まった位
 置にある粒子の波動

 関数は鋭く尖った関
 数で、その粒子の位
 置以外のあらゆる場
 所で振幅が０である。



位置が決まらない粒子の波動関数

• 位置がはっきり決まらない粒子の波動関
 数は、はっきりした波長の波動関数をいく
 つか重ね合わせたものとみなせる。これ

 らの関数は互いに干渉して、ある場所で
 は強め合い、それ以外のところでは弱め
 合う。（曲線につけた数で示すように）多

 数の波を重ね合わせていくと、位置は
 ずっと正確になっていくが、粒子の運動

 量の確かさを犠牲にすることになる。完
 全に局在した粒子の波動関数をつくるに

 は無限個の波が必要である。



演習(電子の場合）

速度2.00×106 ms-1（これはほぼボーアの第一
 量子化準位にある電子の速度である）で運動し
 ている電子について、速度の不確かさが真の

 速度の1％である場合、位置の不確かさ

を求めよ。

xΔ



解答

電子に対して

の式を使って

となる。ここで電子の質量

と電子の速度の1％の値

を用いた。

について解くと

を得る。電子の位置の不確かさは少なくとも約3 nmであり、原
 子自体の数倍大きい。電子の位置を3 nm以下の範囲内に絞り

 こめないことは実験によって簡単にわかる。
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演習(弾丸の場合）

質量が1.0 g の弾丸の速度が 1×10-6 ms-1の
 精度でわかっているとする。弾丸の位置の不確

 かさの下限を計算で求めよ。



解答

弾丸の位置の不確かさの下限値は

の式を使って

となる。ここで弾丸の質量
と弾丸の速度の精度の値
とを用いた。

について解くと

を得る。巨視的な物体に関係する場合は不確定性は
 実用上、完全に無視できることがわかる。
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三次元空間において粒子を見出す確率

三次元空間における
 波動関数のボルンの
 解釈によると、ある位
 置r における微小の体
 積素片dτ=dxdydz の
 中に粒子を見出す確

 率は、｜ψ｜2 dτの
 値に比例する。



波動関数の規格化

• ある位置に粒子を見出す存在確率は波動関
 数の二乗に比例するので、その存在確率を

 全空間について積分すると、粒子はどこかに
 必ず存在するはずだから、その値は1となら

 なければならない。これを波動関数の規格化
 という。

• 式
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∞
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規格化された波動関数の求め方

規格化された波動関数が
 
と表されるとす

 る。規格化の定義より

である。ここで
 
が実関数とすると、複素共

 役な関数
 
も

 
と同じになる。

したがって、
 

より

を計算してNを求めることができる。
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演算子の可換性
• 位置と運動量に対する演算子は交換しない

 （相補的なオブザーバブルである）。

• 波動関数Ψ(x)に対する位置の演算子
 

、
 

運
 動量の演算子

 
の積

 
について考えてみ

 よう。

• 次に、同じ関数への逆の
 
の演算を考える。

• この式は明らかに最初の形と異なるから、二
 つの演算子は可換でない。
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極座標による表示極座標による表示

球対象をもつ系の議球対象をもつ系の議
 論に使われる球面極論に使われる球面極
 座標。座標。

ここで、ここで、

球面極座標における球面極座標における
 体積素片は体積素片は

φθ cossinrx =
φθ sinsinry =

θcosrz =

φθθτ dddsin2 rrd =



全空間にわたる積分

球の表面をもれなく踏
 破するには、まずθを0 

からπまでの領域にと
 り、ついでその弧を

 φ=0からφ=2πまで
 変化させて動かし、完
 全な円をつくればよい。

 全空間を網羅するには
 半径ｒを0から∞にとる。
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