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構造力学実験 振動論 

 
1．1質点1自由度系の自由振動 

 
1.1 振動の形態 

 

m
ck

x

 
図1.1 1質点1自由度系 

 
図1.1に示すような1質点1自由度系の自由振動を考える．図1.1の座標系のもとで，質点がx だけ

変位したとすると，質点に作用する力は，慣性力 xm &&− ，ばねの復元力 kx− ，ダッシュポットの粘性

抵抗力 xc&− であるから，運動方程式は次式のようになる．  
 

 0=++ kxxcxm &&&  (1.1) 
 
ここで，m ：質量，c：減衰係数，k ：ばね定数である． 
 式(1.1)の両辺を質量m で割ると， 
 

 02 2 =++ xxhx ωω &&&  (1.2) 

 
ここで，ω ：非減衰固有円振動数，h ：減衰定数であり，次式で表される． 
 

 
m
k

=ω  (1.3) 

 
ωm

ch
2

=  (1.4) 

 
 式(1.2)は同次定係数線形 2 階常微分方程式であり，この型の微分方程式の解は 2 個の 1 次独立な解

を持つため，一般解は次式のように与えられる．  
 

 tptp eCeCx 21
21 +=  (1.5) 
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ここで， 1C および 2C は積分定数で，時刻 0=t における初期条件から以下の通り求められる． 

 

 12
2,1 −±−= hhp ωω  (1.6) 

 

 式(1.6)の根号内の値 12 −h が正，0，負の 3 つの場合で系の運動は大きく異なる．ここでは，それ

ぞれの場合について説明する． 
 

(1) 012 >−h の場合 

 時刻 0=t における初期変位を 0x ，初速度を 0x& とすると，式(1.5)の一般解は以下の通りである．  

 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−

+
+−= − th

h

xxh
thexx th ω

ω
ωω 1sinh

1
1cosh 2

2
002

0
&

 (1.7) 

 
これは，正負の振幅を繰り返す振動現象を示すことはなく，運動は非周期的となる． 012 >−h とな

る条件は式(1.3)および式(1.4)によると， 
 

 
m
k

m
c

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

2
 (1.8) 

 
となり，式(1.8)は物理的にばねによる復元力（以下，ばね力）よりもダッシュポットによる粘性抵抗

力（以下，減衰力）が強いことを意味する．このような減衰状態を過減衰と呼ぶ． 
 

(2) 012 =−h の場合 

（1）と同じ初期条件とすると，式(1.5)の一般解は以下の通りとなる．  
 

 tet
x

x
xx ωω

ω
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= )1(1

0

0
0

&
 (1.9) 

 

この場合の運動も非周期的であり， 012 =−h となる条件は式(1.3)および式(1.4)によると， 

 

 
m
k

m
c

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

2
 (1.10) 
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であり，ばね力と減衰力が釣り合っていることを意味し，振動現象を示すか示さないかの境界にあた

る．このような境界にあたる状態の減衰を臨界減衰と呼ぶ．臨界減衰状態の減衰係数，すなわち臨界

減衰係数を crc とすれば，式(1.10)より， 
 

 mkccr 2=  (1.11) 

 
となる． 
 

(3) 012 <−h の場合 

（1）と同じ初期条件とすると，式(1.5)の一般解は 
 

 )1sin
1

1cos( 2
2

002
0 th

h

xhx
thxex th ω

ω
ωω −

−

+
+−= − &

 (1.12) 

あるいは， 

 )1cos( 2 φωω +−= − thXex th  (1.13) 

 

である．また，ここで，X およびφは次式の通りである． 

 

 2

2
00

0 1
)(

1
h

xxh
xX

−
+

+=
ω&

 (1.14) 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

+
−=

2
00

1
arctan

h

xxh ω
φ

&
 (1.15) 

 

式(1.12)には， th ω21cos − および th ω21sin − という調和振動の項が含まれているため，周

期的な運動となり，式(1.3)および式(1.4)によると， 
 

 
m
k

m
c

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

2
 (1.16) 

 
となり，ばね力に比べて減衰力が小さい状態を表している．このような系の周期的な運動を減衰運動

と呼ぶ． 
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1.2 減衰自由振動 

 
 通常の構造物では，過減衰あるいは臨界減衰を示すものはなく，減衰定数h は 1に比べるとかなり

小さい． 
 
 1<<h  (1.17) 
 

012 <−h の場合に着目すると，初期条件が 00 xx = ， 00 =x& の場合，式(1.12)の変位の時刻歴は 
 

 )1sin
1

1(cos 2
2

2
0 th

h

hthexx th ωωω −
−

+−= −  (1.18) 

 
あるいは，式(1.13)〜(1.15)より 
 

 )1cos(
1

2
2

0 φωω +−
−

= − the
h

x
x th  (1.19) 

ここで， 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−=

21
arctan

h

hφ  (1.20) 

 
 式(1.18)の振動曲線を図示すると図1.2のようになる．また，式(1.18)より質点の速度は， 
 

 the
h

x
x th ω

ω ω 2
2

0 1sin
1

−
−

−= −&  (1.21) 

 
となり，図1.2の振動曲線のピークは速度が0，すなわち 
 

 01sin 2 =− th ω  (1.22) 

 

となる時刻ごとに現れ，式(1.22)を満足するt を mt とすると， 

 

 L2 1, ,0     
1

2
2

=
−

= m
h

mtm
πω  (1.23) 

 
よって，相隣るピーク間の時間間隔，すなわち減衰固有周期T は 
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1

2
2h

T
−

=
ω

π
 (1.24) 

 

 式(1.23)を式(1.18)に代入すれば，ピーク振幅 mx は 

 

 L2 1, 0,     
212

0 == −− mexx hhm
m

π  (1.25) 

 

となる．式(1.25)のピークよりn サイクル目のピーク振幅 nmx + は 

 

 
21)(2

0
hhnm

nm exx −+−
+ = π  (1.26) 

 
となり，式(1.25)と式(1.26)の比をとると， 
 

 
212 hhn

nm

m e
x
x −

+

= π  (1.27) 

 
 ここで，式(1.27)の両辺の自然対数をとり，さらにそれを 2 つのピーク間のサイクル数nで割った値

δ を対数減衰率と呼ぶ． 
 

 
21

2)ln(1

h

h
x
x

n nm

m

−
==

+

πδ  (1.28) 

 
 式(1.28)において減衰定数h が1に比べてかなり小さいときには，次式のように近似できる． 
 
 hπδ 2≈  (1.29) 
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図1.2 減衰自由振動：初期条件 0)0( xx = ， 0)0( =x& 1） 

 

2．Bernoulli-Euler梁の曲げ振動 

 
2.1 一様な片持ち梁の曲げ振動 

 

dx
x

y

S

SS ∆+
MM ∆+

M

 
図2.1 梁の曲げ振動 

 
 図2.1に示す梁の曲げ振動の基礎方程式は 
 

 01
2

2

24

4
=+

t
y

x
y

∂
∂

ν∂
∂

 (2.1) 

 

ここでは，梁の弾性係数E ，断面2次モーメント I ，単位体積質量ρ ，断面積Aを用いて， 

 

 
A

EIv
ρ

=2  (2.2) 

 
 式(2.1)の解は次式の通りとなり， 
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 tiexXy ω−= )(  (2.3) 

 
式(2.3)を式(2.1)に代入すると， 
 

 02

2

4

4
=− X

vdx
Xd ω

 (2.4) 

 
のように変数分離できる．よって，式(2.4)の一般解は次式で与えられる． 
 

 xCxCxCxCX λλλλ sinhcoshsincos 4321 +++=  (2.5) 

ここで， 

 2

2
4

v
ωλ =  (2.6) 

 
 片持ち梁の境界条件は，固定端でたわみと回転角が 0，自由端で曲げモーメントM とせん断力S
が0であるから，以下のようになる． 
 

 
0 ,0     

0 ,0     0

3

3

2

2
===

===

dx
Xd

dx
Xdlx

dx
dXXx

 (2.7) 

 
これらの条件より，次のような関係式が得られる． 

 

 1coshcos −=⋅ ll λλ  (2.8) 

 
 式(2.8)は，固有円振動数 sω を決定づけるための方程式で特性方程式あるいは振動数方程式と呼ば

れる．式(2.8)を満足する lλ を求めると，表2.1のようになり，固有円振動数ωs は式(2.2)，(2.6)より 

 

 
A

EI
l
lv s

ss ρ
λλω 22 )(==  (2.9) 

 

となる．よって，1次，2次の固有円振動数 1ω ， 2ω は次式の通り求められる． 
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A

EI
l ρ

ω
2

1
8751.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (2.10) 

 
A

EI
l ρ

ω
2

2
6941.4

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (2.11) 

 

となる．式(2.10)，(2.11)より1次，2次の固有円振動数 iω と固有振動数 if を求めることができる． 

表2.1 片持ち梁の曲げ振動の固有値 
次数 1 2 3 

lsλ  1.875 4.694 7.855 
 

 
 
2.2 自由端に集中質量をもつ片持ち梁の曲げ振動 

 

 

x
l

mEI A ρ

 
図2.2 自由端に集中質量を持つ片持ち梁 

 
図2.2に示すように自由端に集中質量m をもつ片持ち梁を考えると，境界条件は次式で与えられる． 
 

 

2

2

2

2

 ,0     

0 ,0     0

t
ymS

dx
Xdlx

dx
dXXx

∂
∂

−===

===
 (2.12) 

 
式(2.12)の lx = の第2の条件は次のように変形できる． 
 

 Xm
dx

XdEI 2
3

3

ω=−  (2.13) 
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以上の条件より，集中質量と片持ち梁の全質量の比γ を 

 

 
Al
m
ρ

γ ≡  (2.14) 

 
と定義すると，振動数方程式は次のように与えられる． 

 

 
llll

lll
λλλλ

λλγλ
sinhcoscoshsin

coshcos1
⋅−⋅

⋅+
=  (2.15) 

 
集中質量が片持ち梁の全質量に等しいとすると（ 1=γ ），式(2.15)を満足する lλ は表2.2のようにな

り，式(2.9)より，1次，2次の固有円振動数 1ω ， 2ω を求めると 
 

 
A

EI
l ρ

ω
2

1
248.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (2.16) 

 
A

EI
l ρ

ω
2

2
927.3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (2.17) 

 

表2.2 集中質量を有する片持ち梁の曲げ振動の固有値 
次数 1 2 3 

lsλ  1.248 3.927 4.031 
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3． エネルギー法（Rayleigh-Ritzの方法）による固有振動数の近似解法 

 
3.1 一様な片持ち梁の曲げ振動 

（1）集中荷重P が自由端に作用したときのたわみ曲線を用いる場合 
 自由端に集中荷重P が作用した場合の片持ち梁の静的たわみX は 
 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎩
⎨
⎧ −=

33

2
1

2
31

3 l
x

l
x

EI
PlX  (3.1) 

 

 運動エネルギーの最大値 maxK は 

 

 22

722

0
2

max 840
11)(

2 IE
lPAdxXAK l ωρωρ

=∫=  (3.2) 

 

 一方，ひずみエネルギーの最大値 maxV は 

 

 dx
dx

XdEIV l
2

0 2

2

max 2
1

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= =

EI
lP

6

32
 (3.3) 

 

 よって， maxmax VK = より 

 

 
A

EI
lA

EI
l ρρ

ω
22

4 889.111140
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=  (3.4) 

 
 ここで，E ：弾性係数， I ：断面 2 次モーメント，ρ ：単位体積質量，A：断面積，ωは固有円

振動数である． 
 
（2）等分布荷重 p が作用したときのたわみ曲線を用いる場合 
等分布荷重 p が作用した場合の片持ち梁の静的たわみX は 
 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

44

3
1

3
41

8 l
x

l
x

EI
plX  (3.5) 

 

 運動エネルギーの最大値 maxK は 
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 22

922

0
2

max 6480
13)(

2 IE
lpAdxXAK l ωρωρ

=∫=  (3.6) 

 

 一方，ひずみエネルギーの最大値 maxV は 

 

 
EI
lpdx

dx
XdEIV l

402
1 52

0

2

2

2

max =∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (3.7) 

 

 よって， maxmax VK = より 

 

 
A

EI
lA

EI
l ρρ

ω
224 8789.113/162
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (3.8) 

 
 ここで，E ：弾性係数， I ：断面 2 次モーメント，ρ ：単位体積質量，A：断面積，ωは固有円

振動数である． 
 
3.2 一様な片持ち梁の高さ l9.0 （自由端より l1.0 ）におもりを付加した場合 

（1）集中荷重P が自由端に作用したときのたわみ曲線を用いた場合 
 自由端に集中荷重P が作用した場合の片持ち梁の静的たわみX は式(3.1)と同様に 
 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎩
⎨
⎧ −=

33

2
1

2
31

3 l
x

l
x

EI
PlX  (3.9) 

 

 自由端より l1.0 のところのたわみ )1.0( lX は 

 

 
EI

PllX
6000
1701)1.0(

3
=  (3.10) 

 

 運動エネルギーの最大値 maxK は，付加するおもりの重量をW ，重力加速度をg とすると， 

  

( )( ) 22

622

22

722
2

0
2

max 36000000
2893401

2
1

840
111.0

2
1)(

2 IE
lP

g
W

IE
lPAlX

g
WdxXAK l ωωρωωρ

+=+∫=  (3.11) 



構造力学実験 振動 

 13

 一方，ひずみエネルギーの最大値 maxV は式(3.3)と同様に 

 dx
dx

XdEIV l
2

0 2

2

max 2
1

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= =

EI
lP

6

32
 (3.12) 

 
 maxmax VK = の関係を用いて，実験供試体の弾性係数E ，断面 2 次モーメント I ，単位体積質量

ρ ，断面積Aを代入して，1次の固有円振動数 1ω と固有振動数 1f を求める． 
 
（2）等分布荷重 p が作用したときのたわみ曲線を用いた場合 
 等分布荷重 p が作用した場合の片持ち梁の静的たわみX は式(3.5)と同様に 

 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

44

3
1

3
41

8 l
x

l
x

EI
plX  (3.13) 

 自由端より l1.0 のところのたわみ )1.0( lX は 

 
EI

pllX
240000
26001)1.0(

4
=  (3.14) 

 運動エネルギーの最大値 maxK は，付加するおもりの重量をW ，重力加速度をg とすると， 

 ( )( )20
2

max 1.0
2
1)(

2
lX

g
WdxXAK l ωωρ

+∫=  (3.15) 

 一方，ひずみエネルギーの最大値Vmax は式(3.7)と同様に 

 
EI
lpdx

dx
XdEIV l

402
1 52

0

2

2

2

max =∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  (3.16) 

 maxmax VK = の関係を用いて，実験供試体の弾性係数E ，断面 2 次モーメント I ，単位体積質量

ρ ，断面積Aを代入して，1次の固有円振動数 1ω と固有振動数 1f を求める． 
 
 
4．1質点ばね系への近似 

 
図4.1に示すように自由端に集中荷重P を作用させた場合のたわみδ は 

 
EI

Pl
3

3
=δ  (4.1) 

 よって，片持ち梁を1つの等価なばねで置き換えた場合のばね定数k は 
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 3
3
l
EIPk ==

δ
 (4.2) 

 ゆえに，固有振動数 f は次式により求められる． 

 3
3

2
1

Wl
EIgf

π
=  (4.3) 

 
ここで，式(4.3)におけるW は片持ち梁を 1 質点に置き換えたときの等価な重量で，このW を片持ち

梁の全重量に対してどの程度に設定するかは各自いろいろと試してみること． 
 

 

m

ck

EI
A
ρ

 
図4.1 1質点はね系への近似 

 
5．地動による強制振動 

 
5.1 運動方程式 

 地動加振を受ける 1 質点減衰系のモデルを図 5.1 に示す．図 5.1 において， y は空間に固定した軸

から測った地動の変位，x はベースに対する相対変位である．したがって，質点の絶対変位をξとす

れば， yx +=ξ となる．したがって，質点の絶対加速度は yx &&&&&& +=ξ となり，質点に作用する慣性

力は ( )yxm &&&& +− であるから，運動方程式は， 
 

 ( ) 0=+++ kxxcyxm &&&&&  (5.1) 

となる．式(6.1)は 
 
 ymkxxcxm &&&&& −=++  (5.2) 
 
と書き換えることができ，さらに両辺をm で除すると， 
 

 yxxhx &&&&& −=++ 22 ωω  (5.3) 
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となる．ここで，ω ：非減衰固有円振動数，h ：減衰定数である． 
 

 

km
ch

m
k

⋅
=

=

2

ω
 (5.4) 

 
 式(5.2)の右辺は時間に関する既知の関数であるから，系が地動加振される場合の質点の相対変位は，

ベースを不動として，系に対して地動による慣性力 ym &&− を加振力として与えた場合の変位に等しい．

すなわち，図5.1に示した系は図5.2に示した系と等価である．式(5.1)から式(5.2)への書き換えは，数

学的には単なる移項に過ぎないが，地動加振の問題を，質点に直接加振力が作用する強制振動の問題

に還元するという意味で物理的に重要である．  
 

 

x

y

m

k c

ベースからの
相対変位

地動変位  

x

y

m

k c

ベースからの
相対変位

地動変位

ym &&−
地震力

 
 図5.1 地震加振を受ける1質点減衰系 図5.2 地震加振時の等価な加振力 
 
 
 
5.2 調和地動加振 

 地動を調和振動とし，その変位，速度，加速度を 
 

 
ti

ti

ti

aey

aeiy

aey

ω

ω

ω

ω

ω
2−=

=

=

&&

&  (5.5) 

 
ここに，a ：地動の変位振幅，ω：地動の円振動数である．式(6.5)を式(6.3)に代入すると， 
 

 tiaexxhx ωωωω 222 =++ &&&  (5.6) 
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 微分方程式(5.6)の一般解は，自由振動解に相当する余関数と定常振動を表す特解からなる．地動が

調和振動の場合には，自由振動は減衰によって振動を始めてから間もなく消滅するため，ここでは，

定常振動を示す特解のみに着目する．特解を求めるためには，X
)
を複素振幅として， 

 

 tieXx ω)
=  (5.7) 

 
とおき，式(5.6)に代入して整理すると， 
 

 
ωωωω

ω
ih

aX
222

2

+−
=

)
 (5.8) 

ここで， 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+
=

+
−

α
βθ

βαβα
θ

arctan

11
22

ie
i

  

 
の関係を用いて，式(5.8)を書き換えると， 
 

 ( ) ( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

+−
= −

22

2222

2

2arctan

2

ωω
ωωφ

ωωωω

ω φ

h

e
h

aX i)

 (5.9) 

 
となり，式(5.7)は 
 

 
( ) ( )

( )φω

ωωωω

ω −

+−
= tie

h

ax
2222

2

2
 (5.10) 

 

となる．式(5.10)の変位振幅 X̂ は 

 

 
( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( )222

2

222
2

2

21

1

21

1ˆ
ωωωω

ω

ωωωωω
ω

hk
am

h

aX
+−

=
+−

=  (5.11) 

 

と書き換えられ， ( ) kam 2ω は加振振幅 ( )amP 2
0 ω= による質点の静的変位 sX であるから，式
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(5.11)を変形して動的増幅率µ は次式の通りとなる． 

 
( )( ) ( )( )222 21

1

ωωωω
µ

hX
X

s +−
==  (5.12) 

したがって，式(5.5)と式(5.7)より，質点の絶対変位ξは， 

 
( ) tie

ih
ihayx ω

ωωωω
ωωωξ

2
2

22

2

+−
+

=+=  (5.13) 

となるため，質点の絶対加速度ξ&& は 

 
( ) tie

ih
iha ω

ωωωω
ωωωωξ

2
2

22

22

+−
+

−=&&  (5.14) 

よって，質点の絶対加速度ξ&& と地動加速度 y&& の比は， 

 

( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
=

+−

+
=

+−
+

= −

222

3

2222

22

22

2

41
2arctan

41

41
2

2

ωωωω
ωωφ

ωωωω

ωω
ωωωω

ωωωξ φ

h
h

e
h

h
ih

ih
y

i

&&

&&

 (5.15) 

となる．調和地動加振を受けた質点の絶対加速度と地動加速度の振幅比を加速度応答倍率といい，以

下の式で表される． 

 
( )

( )( ) ( )2222

22

41

41

ωωωω

ωωξ

h

h
y +−

+
=

&&

&&
 (5.16) 

同様にして，質点に生じる変位と地動変位および質点に生じる速度と地動速度の振幅比をとって，そ

れぞれ変位応答倍率および速度応答倍率を定義することも可能である．これらの加速度・速度・変位

応答倍率を総称して，応答倍率あるいは伝達率と呼ぶ． 
 式(5.16)で与えられた加速度応答倍率は，減衰定数h をパラメータとして振動数比 ωω の関数であ

るから，それらの関係を図示すると図 5.3 のようになる．加速度応答倍率がピークとなる振動数比

ωω は，式(5.16)の ωω に対する微分をゼロを置くことによって，次式の通り求められる． 

 

 
2811

2

h++
=

ω
ω

 (5.17) 
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通常の構造物では減衰定数h は 1<<h であるから，式(5.17)は 

 1≈
ω
ω

 (5.18) 

と近似的に求められる．また，加速度応答倍率のピーク値は，式(6.17)を式(6.16)に代入して， 

 
1481

1481
22

22

max −++

+++
=

hh

hh
y&&

&&ξ
 (5.19) 

と表され， 1<<h を考慮すると， 

 
hy 2

1

max

≈
&&

&&ξ
 (5.20) 

となる． 
 式(5.16)において， 1=y&&&&ξ となる振動数比 ωω を求めると， 0=ωω あるいは 2=ωω と

なる．図5.3よりわかるように， 2=ωω では減衰定数h の値にかかわらず加速度応答倍率はすべ

て1であり， 2>ωω の範囲では加速度応答倍率は常に1よりも小，すなわち応答加速度のほうが

地動加速度よりも小さくなる． 
 また，図 5.4 は式(5.15)の角度φと振動数比 ωω の関係を図示したものであるが，これは地動加速

度ベクトルと質点の絶対加速度ベクトルとの間の位相ずれを示すものである． 

0

2
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6

8

10

12

0 0.5 1 1.5 2

y+x

ω/ω

y

.. ..
..

h=0.05

h=0.1
h=0.2
h=0.3

h=0.4
h=0.5

h=1.0

 
図5.3 加速度応答倍率（共振曲線）1） 
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図5.4 地動加速度と応答（絶対）加速度の位相ずれ 1） 
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