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173モデルの表現力モデルの表現力
ガウスモデル＋最尤推定：

モデルが（大体）正しい場合，訓練標本数が比較的
少なくても推定精度が良い

モデルが単純なため，表現できる確率密度関数の
形が限られる
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174モデルの表現力（続き）モデルの表現力（続き）
ガウス核密度推定：

任意の確率密度関数を近似できる

精度良く近似するためには多数の訓練標本が必要
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175ガウス混合モデルガウス混合モデル
ガウス混合モデル(Gaussian mixture model)：

注意： は確率密度関数なので

を満たす．
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176ガウス混合モデルガウス混合モデル

有限個のガウスモデルの線形結合：

通常のガウスモデルよりも複雑な確率密度関数
を表現できる．

ガウス核密度推定より単純なので，訓練標本が
比較的少ない場合でも推定精度が良い．



177ガウス混合モデルの最尤推定ガウス混合モデルの最尤推定
最尤推定：（対数）尤度（訓練標本 が生成
される確率）を最大にするように を定める

但し，拘束条件 を考慮しなけ
ればならない！

とおき， を決定する

ことにすれば，拘束条件は自動的に満たされる．
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178尤度方程式尤度方程式
最尤推定解の必要条件：

より，最尤推定解は以下を満たす（証明は宿題）

しかし，この連立方程式は簡単に解けない．
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179勾配法勾配法
勾配法(gradient method)：

1. 適当に初期値 を定める．

2. 勾配を上るようにパラメータを更新する：

3. 収束するまで勾配上昇を繰り返す．

局所最適解(local optimal solution)が求まる．
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180EMアルゴリズムEMアルゴリズム
EMアルゴリズム(expectation-maximization 
algorithm):

1. 適当に初期値 を定める．

2. Eステップ:     の値を用いて， の扱い

やすい下界 を求める

3. Mステップ: を最大にする を求める

4. 収束するまで更新を繰り返す．
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181EMアルゴリズムEMアルゴリズム
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182EMアルゴリズムの導出EMアルゴリズムの導出
ジェンセンの不等式(Jensen’s inequality):

のとき：

∑∑
==

≥
m

j
jj

m

j
jj

11

loglog θηθη 1,0
1

=≥ ∑
=

m

j
jj ηη

θlog

θ
1θ 2θ

2211 θηθη +

)log( 2211 θηθη +

2211 loglog θηθη +

2=m

1logθ

2logθ



183EMアルゴリズムの導出（続き）EMアルゴリズムの導出（続き）
ジェンセンの不等式より，

対数尤度の下界を求める：
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184EMアルゴリズムの導出（続き）EMアルゴリズムの導出（続き）

下界を最大にするパラメータを求める：
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185EMアルゴリズムEMアルゴリズム
Eステップ：下界は実際には計算する必要はない
（下界は期待値なので“expectation”と呼ばれる）

Mステップ:パラメータを更新する
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186小レポート（第１１回）小レポート（第１１回）

1. ガウス混合モデルの最尤推定量が以下
の条件を満たすことを証明せよ．
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187小レポート（続き）小レポート（続き）

2. 計算機実験：ガウス混合モデルのＥＭア
ルゴリズムを実装し，適当な一次元の確
率密度関数を推定せよ．

3. 計算機実験：ガウス混合モデルを用いて
手書き文字認識を行なえ．混合数 は
交差確認法を用いて決定せよ．

次回の講義は1月15日（火）
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