
期末試験に関する注意事項

2/7(水) 午前 10:40から (時間割参照)

やむを得ぬ事情で遅刻・欠席した場合は、事情を証明
する公的な証明書 (例えば病気の診断書や駅で
配られる電車の遅延証明書など)を添えて申し出るこ
と。証明書が無い欠席や大幅な遅刻は原則として期末
試験の評価を０点にする。
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前回までの授業でやったこと

• 文脈自由文法 G を与えられたときに、 L(G) =

T (M) となるNPDA M を構成できる

• NPDA M が与えられたときに T (M) = L(G)

となる文脈自由文法 G を構成できる

今回はこれらの事実を用いて文脈自由文法の性質を
調べる

15-2



共通集合１

二つの正規言語の共通集合は正規言語であったが、文
脈自由言語ではどうか？

二つの文脈自由言語の共通集合が文脈自由言語では
ないことがある。
例： L1 = {ambmcn | m,n ≥ 0},
L2 = {ambncn | m,n ≥ 0} は文脈自由言語である (演
習問題で確認してもらう)。しかし

L1 ∩ L2 = {anbncn | n ≥ 0}

は文脈自由言語ではないことをポンプの補題のとき
に例として説明した
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共通集合２

定理：文脈自由言語 L 正規言語 R が与えられたとき
L ∩ R も文脈自由言語である。
証明： L を受理する NPDA を
M1 = (K1, T1, V, p, q1,⊥, F1),

Rを受理する DFAをM2 = (K2, T2, t, q2, F2)とする。

NPDA M = (K1×K2, T1∩T2, V, p′, (q1, q2),⊥, F1×F2)

(q, q′) ∈ K1 × K2, a ∈ T1 ∩ T2, A ∈ V に対して
p′((q, q′), a, A) = {((q1, q

′
1), α) | p(q, a, A) � (q1, α),

t(q′, a) = q′1},
p′((q, q′), ε, A) = {((q1, q

′), α) | p(q, ε, A) � (q1, α)}
とすると、 T (M) = R ∩ L である。

上記のNPDA M はM1の状態とM2の状態を並べた
状態 (直積)を状態として持つ。Mの状態の左側はM1

の遷移関数に従って遷移し、Mの状態の右側はM2の
遷移関数に従って遷移する。従って、ある系列が M1

とM2の両方で受理されたときだけM で受理される。
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和集合、連接、クリーネ閉包

L1, L2を文脈自由言語とする。このときL1∪L2, L1L2,

L∗
1 は文脈自由言語である。

文法を用いた証明を示す。G1 = (N1, T1, P1, S1), G2 =

(N2, T2, P2, S2), L1 = L(G1), L2 = L(G2) とする。

G∪ = (N1∪N2∪{S}, T1∪T2, {S → S1|S2}∪P1∪P2, S)

は L1 ∪ L2を生成する。

G12 = (N1∪N2∪{S}, T1∪T2, {S → S1S2}∪P1∪P2, S)

は L1L2を生成する。

G∗ = (N1 ∪ {S}, T1, {S → ε|SS1} ∪ P1, S)は L∗
1を生

成する。

今まで説明したことから、 補集合が文脈自由言語に
ならない文脈自由言語が存在することがわかる (演習
問題)
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空問題

文脈自由文法 G = (N,T, P, S) が与えられたときに
L(G)が空集合かどうか判定する問題を空問題と呼ぶ。
非終端記号 A を書き換えて終端記号だけからなる列
を導出できるとき、A を生成的記号と呼ぶ。
L(G) 	= ∅ ⇐⇒ S が生成的記号

G に対してその生成的記号の集合を求める手順
1. 集合 U を終端記号の集合 T とする。
2. P の各々の生成規則 A → α についてもし α ∈ U ∗

ならば A を U に追加する
3. すべての生成規則を調べた後 U に付け加えた非終
端記号があれば 2に戻る。もう U に付け加える非終
端記号が無ければ終り

このようにつくると，アルゴリズムの実行中に U の
すべての要素は終端記号または生成的記号になる．ま
た生成的記号はアルゴリズム終了までに必ず U に含
められる．
最後に S が U に含まれているかどうか調べる
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包含関係の決定

定理：任意の文脈自由言語 L1, L2 について L1 ⊆ L2

であるかどうか決定するアルゴリズムは存在しない
証明：今まで説明した知識の範囲では簡単にできな
い。興味のある人は「オートマトン，言語理論，計算
論 II」の p. 106を参照

定理：文脈自由言語 L と正規言語 R について L ⊆ R

であるかどうかは決定可能。
証明： L ⊆ R ⇔ L∩ R̄ = ∅ である．また L∩ R̄は文
脈自由言語である．従ってR の補集合と L の共通部
分が空集合かどうか調べればL ⊆ Rが成立するか否
か判定できる．
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所属問題

定理：文脈自由文法 G と記号列 w が与えられたとき
に w ∈ L(G) であるかどうかは決定可能である。

w = ε の場合は L(G) ∩ {ε} が空集合かどうか調べれ
ば良い (あるいは G の開始記号が ε 生成記号かどう
か調べても良い)

w 	= ε とする。まず L(G) \ {ε} のチョムスキー標準
形 G′ を求める。その後長さ |w| 以下のL(G′) の要素
をすべて生成して w と同じかどうか比較する

NPDAは非決定なので、そのままでは計算機で実行
するアルゴリズムにならないことに注意。
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有限問題

ポンプの補題の復習：
L が文脈自由言語で L \ {ε} を生成するチョムスキー
標準形が m 個の非終端記号を持つならば、|z| ≥ 2m

である L の記号列 z について以下の条件を満たす記
号列 u, v, w, x, y が存在する
1. z = uvwxy

2. |vx| ≥ 1

3. |vwx| ≤ 2m

4. すべての i ≥ 0 について uviwxiy ∈ L

正規言語のポンプの補題のときと同様に
「L(G) が無限集合」 ⇐⇒ 「L(G) は長さ 2m 以上
2m+1 以下の要素を含む」
ということを証明できる (演習問題)。

したがって長さ 2m 以上 2m+1 以下の要素を生成でき
るかどうかしらみ潰しに調べればよい
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演習問題

問題 65 L1 = {ambmcn | m,n ≥ 0},
L2 = {ambncn | m,n ≥ 0} は文脈自由言語であるこ
とをどういう方法でも良いので証明せよ。

問題 66 補集合 L̄が文脈自由言語にならない文脈自由
言語Lが存在することを証明せよ。(ヒント：共通集
合を和集合と補集合を用いて表せることを使って矛盾
を導ける)

問題 67 直前のOHPに出て来た「L(G) が無限集合」
=⇒「L(G) は長さ 2m 以上 2m+1 以下の要素を含む」
を証明せよ

問題 68「L(G) が無限集合」⇐=「L(G) は長さ 2m

以上 2m+1 以下の要素を含む」を証明せよ

問題 69 前回演習で間違いが有った場合、×にされた
理由がわかったかどうか／納得できたかどうか書いて
下さい。また今日の授業でわかりにくい所や要望を書
いて下さい。
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