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1 講義の進め方

基本的には

• S. E. シュリーヴ（長山いづみ他訳）, ファイナンスのための確率解析Ｉ：二項モデルによる資産価格
評価. シュプリンガー・フェアラーク東京 (2006)
　（原書）S. E. Shreve, Stochastic Calculus for Finance I: The Binomial Asset Pricing Model.
Springer(2004)

をメインテキスト1として講義形式で行う。（ただし、テキストに書いてあることを必要以上に板書したりは

しない。）

13・14回は、上記のテキストには書かれていない内容を扱うので適宜教材を用意する。大まかに言うと、
サブテキストとして挙げた

• 藤田岳彦, 道具としての金融工学. 日本実業出版社 (2005)

の 157ページ以降の内容に対応する。
テキストには演習問題も多数あるので、学生にできるだけ多く挑戦してもらうことなども考えている。

2 成績評価

12/5 の中間試験と、期末試験の成績を合わせて評価する。毎回の出席は特にとらないので、２回の試験
だけ受けて単位取得することも可能。ただし、演習問題への取り組みなどを平常点として若干考慮するこ

とも考えている。

3 その他

• この講義に関する情報は
http://www.craft.titech.ac.jp/ñakagawa/dir2/lecture.html#TIT2006 3

1少し値段が高いと感じるかもしれないが、本気で勉強したいのならばそのくらいの投資はすべきであると考える。
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に更新していく。また、実験的にブログを講義に関するコミュニケーションの場にしたいと思ってい

る。

http://nhlaboratory.blog.shinobi.jp/
ただし、パスワードが必要。

A 「数理ファイナンス／金融工学」の大まかな発展の歴史

「数理ファイナンス」および「金融工学」の発展の経緯についてごく簡単にまとめておく。同時に、この

講義がどの辺りの話題に触れ、どの辺りのことに全く触れないかということを明確にする。また個人的には

「数理ファイナンス」と「金融工学」はその研究の性格上きちんと区別すべきであるという思いもあるが、

ここでは同列に扱っていくことにする。

あくまでも主観的にまとめたものであるので、きちんとしたこの分野の発展の経緯に関しては各自がき

ちんと文献調査をして自分なりの理解に努めてほしい。

A.1 20世紀以前

デリバティブの誕生

デリバティブの誕生の起源は古代ギリシャの時代と言われている。アリストテレスの “Politics”第 I巻で、
ターレスという哲学者が、オリーブの豊作を予見して、オリーブ絞り器の借用予約権（オプション）を安価

で購入し、大きな利益を得たというエピソードが紹介されているという。

また、17世紀の初頭にオランダでチューリップの球根のオプション取引が盛んに行われ、今日でいうと
ころのバブルという状態まで過熱していたと伝えられている。

アメリカにおいても、1790年代には株式や商品のオプション取引が開始されたが、このころからオプショ
ン取引による市場の不正操作などが問題視されていたという。

一方、オプションよりも単純なデリバティブである先物2 についても、農産物や鉱産物の価格変動に対す

るヘッジという観点で古くから取引がされていた。12世紀のヨーロッパの市で、商品の売り手が将来の商
品受渡に関する契約をした「市の書簡」なるものが残っていると言われ、日本でも江戸時代に、大坂堂島に

て「帳合米（ちょうあいまい）」と呼ばれる米の先物取引を始めていたという。

要するに今日の数理ファイナンスや金融工学が対象にしているデリバティブの基本形は歴史が非常に古

いもので、リスクを回避したいという市場参加者の間で自然に発生してきていたものであった。ただし、将

来の不確実性を合理的に評価する考え方や手法が確立していなかったため、デリバティブ取引は理論が整っ

てきている現在から見れば、かなり不公正な市場だったと想像される。

確率論・統計学の発展

数理ファイナンスや金融工学の具体的な研究対象であるデリバティブが 19世紀以前にすでに誕生してい
た一方で、それらをモデル化したり分析したりする言語・手法である「確率論」や「統計学」についても 19

2ファイナンスの用語としては、「先物 (Future)」は、取引所で取引されている商品を指し、相対取引の場合は、通常「先渡 (Forward)」
と呼ばれ、価格付けの際に区別される。
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世紀以前に研究が始まっていた。

確率論の研究の契機は、ギャンブルの問題と言われている。16世紀ルネサンス時代のイタリアで、カル
ダノ (Girolamo Cardano)は『偶然のゲームの書』(1545)という論文でサイコロ投げを素材に確率の統計的
法則についての考察を行っており、かのガリレオ・ガリレイもサイコロ投げについて同様の研究を行った。

さらに、17世紀のフランスでは、パスカル (Blaise Pascal)とフェルマ－ (Pierre de Fermat)が往復書簡
を通じて「偶然ゲームを途中で終了させるときの公平な掛け金分配の問題」に取り組み、確率の考え方が不

確実性を伴った問題に対する意志決定や解決法につながることが示唆され、その後リスクを分析する学問

としての確率論の研究が盛んになっていく。

一方、統計学の発展という意味で見過ごせないのは、パスカルとフェルマーの共同研究とほぼ同時期の

1660年に発表されたジョン・グラント (John Graunt)の研究成果であろう。彼はロンドンでの出生・死亡
記録の標本データをもとに統計的サンプリングの手法を用いて、人口統計に関する様々な考察を行った。い

わば「統計的推測」の基礎付けを行ったといえる。

その後、確率論と統計学の両分野にまたがるような成果が、ヤコブ・ベルヌーイ (Jacob Bernoulli)－大
数の法則、ド・モアブル (Abraham de Moivre)、ラプラス (Pierre S. de Laplace)－中心極限定理、ベイズ
(Thomas Bayes)－ベイズ統計学、ガウス (Carl Friedrich Gauss)－正規分布・・・らによって得られた。

A.2 20世紀前半

オプション価値の数学的評価へ

1900年（正確には 19世紀だが）に、ルイ・バシェリエ (Louis Bachelier)が発表した『投機の理論』と
いう学位論文が、今日ではオプション価値評価に対する最初の試みとして認識されている3。不幸なことに

彼の研究成果は発表当時は全く評価されることはなかったが、実は現在「ブラウン運動」として確率解析に

おいては欠かすことのできない重要な概念にほぼ到達していたのだった4。（物理現象としてのブラウン運

動の厳密な定式化はその５年後にアインシュタインによってなされる）

確率論の公理化

一方、19世紀までに不確実性を分析する学問として発展していた確率論は大きな転換点を迎える。それ
までの（現在でもなお万人が認める答えは出ていないと思うが）確率論については「確率とは何か？」とい

う哲学的な問いと常に背中合わせの状況であった。例えばラプラスは上の問いに対し、決定論的立場に立っ

て「未来はすべて確定したものであり、偶然というのは自身の無知と無能力の結果である」という主張を

し、そのうえで「確率を求める場合は、起こりうるすべての事象を同様に確からしい場合にまとめ、確率を

考えようとする事柄を導く事象の場合の数の、全ての起こりうる事象の数に対する比として与える」と述

べている5。もちろんこのラプラスの考え方に対する批判も数多く、論争の種はつきない。

このような状況に対して、コルモゴロフ (Arnold Kolmogorov)は公理主義を導入して確率論を「ある公

3彼の名前にちなんで Bachelier Finance Society という国際的な数理ファイナンス研究のコミュニティが 1996 年に組織された。
今年 (2006 年）8 月には、東京で Bachelier Finance Society の国際コンファレンスが開かれた。

4Bachelier の詳しい人物像や当時のフランスの数学界の状況などは、Taqqu [3] のインタビュー記事が参考になる。
5要するに高校の数学で習う組合せ的な確率計算の考え方である。最近「ラプラスの魔」をテーマにしたミステリー小説 [10] を読

んだ。
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理を満たすものは全て確率とし、その公理系から様々な命題を導く」という純粋数学の一分野として確立さ

せた。その際に彼は「測度論」の言葉を用いて確率概念を定式化した。

もちろん実際に確率モデルを作るときには、何らかの具体的な対象をもっともらしく説明できるように

工夫をするのだが、確率論においてはそのモデルがきちんと公理系を満たしているかどうかだけが重要で

あり、そのモデルが「正しい」とか「良い」とかいうことには何らの指針も与えないのである。

伊藤の公式

コルモゴロフによる確率論の公理化によって、確率論の議論は一気に抽象化され発展していった。日本で

は太平洋戦争のさなか、伊藤清によって（伊藤の）確率積分、伊藤の公式といった確率解析学の基礎となる

研究成果が発表された。そしてそれは、確率解析の言葉で理論が展開される今日の数理ファイナンスの分野

においても、当然のことながら必要不可欠な数学ツールとなっている6。

A.3 20世紀後半：1950年代～1960年代

ノーベル経済学賞受賞者たち

1952年に Journal of Finance に掲載された “Portfolio Selection”というハリー・マーコビッツ (Harry M.
Markowitz)の論文が、おそらく今日の金融工学の出発点になっているであろう。彼は、今日では投資リス
クの基本的尺度の一つとして認識されている「収益率の分散」を望ましくないもの、減少すべきものとして

明示的に言及し、いわゆる平均－分散アプローチに基づいた効率的ポートフォリオという概念を提唱した。

この考え方は実務の世界でも、最適化手法と結びつき様々な形で応用されている。

また、彼はウィリアム・シャープ (William Sharpe) とともに、CAPM(Capital Asset Pricing Model)を
開発し7、個別証券のリスクの特性を「ベータ (β)」と呼ばれる市場ポートフォリオの変動に対するその証
券の収益率の変動の比で表すという単純化を通じて、ポートフォリオのリスクを市場全体の変動リスクを

通じてとらえることを可能にし、マーコビッツが最初に提案したような巨大な共分散行列をインプットと

した分散最小化問題を解く必要がなくなった。２人は 1990年にノーベル経済学賞を受賞している。CAPM
はその後、ファクターモデル、APT(Arbitrage Pricing Theory)という形に発展していった。
他にも昨年亡くなったジェームス・トービン (James Tobin、1981年受賞)も、ポートフォリオ理論にお

いて、無リスク資産がある場合には、リスク資産としては唯一の効率的ポートフォリオ（接点ポートフォリ

オ）が存在し、これと無リスク資産の任意の組合せが効率的となる、という「１ファンド分離定理」を提唱

するという形で貢献している。

また数理ファイナンス／金融工学と直接関係するわけではないが、この時期のファイナンス分野への貢献

として、企業の最適な負債・資本構成についてのモジリアーニ (Franco Modigliani, 1985年受賞)とミラー
(Merton H. Miller, 1990年受賞)の研究がある。

6今年（2006年）国際数学連合から伊藤清先生に対して第１回ガウス賞（社会の技術的発展と日常生活に対して優れた数学的貢献
をなした研究者に贈られる賞）が贈られたことは大きなニュースであった。

7他に Lintner, Mossin, Treynor らが独自の形で CAPM を同時期に提案していた。

4



A.4 20世紀後半：1970年代～1990年代

Black-Scholes の理論

数理ファイナンス／金融工学といえば、やはり Black-Scholes 理論というイメージが一般的であろう。
1973年にフィッシャー・ブラック (Fisher Black)とマイロン・ショールズ (Myron Scholes)によって発表さ
れた “The Pricing of Options and Corporate Liabilities” (Journal of Political Economy) という論文によ
り、長い間の懸案であったオプションに対する合理的な価格付け問題に一つの解決が示され、以後数理ファ

イナンス／金融工学の研究が一気に盛んになっていく。同年にロバート・マートン (Robert C. Merton)も
“The Theory of Rational Option Pricing”(Bell Journal of Economics and Management Science)という論
文を発表しており、最近は Black-Scholes-Merton 理論と呼ぶこともある。
本質的にはブラックとショールズが、今日 Black-Scholes 公式8と呼ばれるヨーロッパ型のオプション価

格式を導出していたわけだが、マートンは伊藤の公式を用いて数学的に Black-Scholes 公式の正当性を証明
した。ブラックは 1995年に亡くなったが、ショールズとマートンは 1997年にノーベル経済学賞を受賞し
ている9。

数理ファイナンスの基礎

一方で、この頃から純粋な意味での数理ファイナンスの理論が発展してきた。そこでの主要なテーマは、

「市場に裁定機会（ノーリスクで利益を得るチャンス）が存在しない」ことと「リスク資産の割引価値がマ

ルチンゲールとなるような確率測度が存在する」ことが数学的命題として同値であるという基本的な関係

をいろいろな設定の下で、主に確率解析の手法を用いて示すことである。なかでも、そうした基本関係の

成立を前提とし、割引された資産価値がマルチンゲールという性質を大いに利用して Black-Scholes 理論で
扱ったヨーロッパ型のコールやプットなどの単純なオプションだけでなく、一般的なデリバティブに対する

価格付けやヘッジについて研究することも重要なテーマである。

こうした一連の研究の出発点は、1979年の Harrison-Kreps の論文 “Martingales and Arbitarge in Mul-
tiperiod Securities markets”(Journal of Economic Theory) にあると言われている。その後、Harrison-
Pliska(1981), Dalang-Morton-Willinger(1990), Stricker(1990), Delbaen-Schachermayer(1994) らが基本定
理の拡張を行ってきた10。

この他にも、非完備市場における価格付け理論や様々なヘッジ手法、金利の期間構造モデル、確率制御理

論、均衡理論、リスク尺度、Malliavin Calculus の応用など様々な問題意識から一気に数理ファイナンスの
研究対象領域は広がっていった。

金融工学の発展

金融工学を、ファイナンスの問題に現れる複雑な計算や大量のシミュレーションを計算機上で実現させる

手法の研究という狭い意味でとらえる11と、ここ十年ほどの計算機の急速なスペックの進化と呼応するよう

8マートンがこの名付け親である。
9この二人は、その後ロシア危機で破綻したヘッジファンド LTCM にも関与していたことでも有名である。

10詳しくは Duffie [1] の Chap. 6 の Notes や参考文献等を参考にしてほしい。
11計算ファイナンス (Computational finance) と呼ばれることもある。
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に研究が盛んになってきており、逆に計算手法を意識した形で、前提となる確率モデルが提示されることも

少なくない状況になっている。

現代の金融市場自体が複雑になりすぎており、投資の意志決定やリスクの数値化においては、短時間に複

雑かつ大量の計算を高い精度で実行する必要が出てくる。そのためには、計算機の能力およびその限界を

知りつつ、効率的な計算アルゴリズム、乱数や準乱数の生成法などを開発していく必要がある。

新しい研究分野の萌芽

数理ファイナンス／金融工学の周辺では、新たに経済物理学 (Econophysics)、統計ファイナンス (Statistical
finance)、行動ファイナンス (Behavioral finance)などと呼ばれる分野も現れている。ファイナンスに取り
組むアプローチに正解は無いと思う。重要なのはそれぞれの分野の長所と短所を自分できちんと理解したう

えで、それぞれの問題に対して各アプローチを単独もしくは複合させて適切に用いることであろう。

A.5 21世紀～

残されている課題

数理ファイナンス／金融工学の分野では、まだまだ理論的にも実務的にも未解決の問題は山積している。

現実に、既存の理論や計算技術では評価が難しい金融商品も次々に誕生しており、そうした金融商品に対す

る適切なリスク計測および価格付けの問題の解決は至急の命題と言えよう。

こうした難しい問題の解決のためには、数学、統計学、ファイナンス、計算機技術についての専門的知

識・能力が必要であることはいうまでもない。しかしもっとも重要なことは「金融市場に対する旺盛な好奇

心」であると個人的には考えている。本講義がその好奇心を刺激できれば幸いである。

B 実務の世界では・・・

さて、講義を受けようという人の中には金融機関や金融関係の研究機関への就職を考えている人もいる

と思うので、今回の講義と就職との関係について述べておく。

はっきり言って、この講義で得られるであろう知識程度で、ファイナンスや金融工学に関係する面白い仕

事に就けるという保証はない。

自分も前勤務先で採用面接をした経験があるが、その人に仕事をするうえでの専門知識や技術があるか

どうかよりも

• 基本的なコミュニケーション能力があるか？
• 専門知識が無いなら無いなりに、目標とする仕事に対する自分の強みを具体的に説明できるか？
• 自分の将来のキャリアパスについて、具体的で説得力のあるプランを示すことができるか？
• そもそも「金融」とか「経済」に興味があるか？

といった点を重視した。あくまで私見であるが、要するに理解力・応用力・表現力・好奇心があるかどうか

の方が、多少の専門的な知識よりも重要である。
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