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化学第二  講義プリント   2－A   担当 真島	 

 

第一回目の演習問題の略解 

 

略解１－１ ｓ軌道の電子の波動関数を求める。 

シュレディンガーの波動方程式に波動関数 )exp()( crAr =Ψ を代入すると 
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（１）式を整理すると 
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任意の rで成り立つためには、（２）式の二つの括弧｛｝内がそれぞれ０になる。 

したがって、ボーア半径
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略解１－２ エネルギーEの計算。 

 （２）式の一つ目の括弧｛ ｝＝０に c の値を代入すると、 
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 となる。 

 この値は、古典論の定常軌道の条件（教科書 P18）の全エネルギーと等しい 

 

 

略解１－３ 1s 軌道の波動関数の規格化 （板書します） 

 

【質問】 

・体積積分 dvr∫ Ψ
2),,( φθ の積分範囲は？ 
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θφθφθ drddrr が drrr 22 4),,( πφθ∫ Ψ となる訳？ 
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２－３ シュレディンガーの波動方程式の一般解の導出（変数分離） 

極座標を用いたシュレディンガーの波動方程式 Ψ=Ψ EĤ は、 
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となる。 

 ここで波動関数を )()()(),,( φθφθ ΦΘ=Ψ rRr とおき、波動方程式に代入すると、 
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上式の両辺に
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をかけて整理すると、 
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となる。 

 

 

・ rと φθ , の変数分離 

左辺は rのみの関数、右辺は φθ , のみの関数に分離されたので、両辺をα とおくと、 
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となる。 

 

 

・θ とφ の変数分離 

（２）式に
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をかけて整理すると、 
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（３）式の左辺はθ のみの関数、右辺はφ のみの関数に分離されたので、両辺を 2m とおくと、 
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２－３ シュレディンガーの波動方程式の一般解の導出（変数分離）続き 

・ )(φmΦ を解く 

（５）式の微分方程式の一般解は、 )exp()exp()( 21 φφφ imcimc −+=Φ である。 

周期的境界条件から、波動関数は )2()( πφφ +Φ=Φ となるためには、 

⋅⋅⋅±±= ,2,1,0m  

となる。また、任意のφ における電子の存在確率が等しくなるには、 01 =c または 02 =c となる。 

 したがって、 

    )exp()( φφ imc=Φ  ただし、 ⋅⋅⋅±±= ,2,1,0m 。     （６） 

 

 

・ )(θlmΘ を解く 

 次に、（４）式において、 )1( += llα とおくと、 
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 となる。（７）式の解は lが０または正の整数で、 lm ≤ の時だけ存在し、 

    )(cos)( θθ m
llm CP=Θ  

 である。ただし、 )(cosθm
lP は Legendre（ルジャンドル）の陪多項式で、 
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・ )(rRnl を解く 

 次に（１）式に )1( += llα を代入して整理すると、 
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 となる。この式はポテンシャルエネルギー )(rV がクーロンポテンシャル（
r

rV 1)( −∝ ）のときだけ解があ

るが、その他の場合には正確な解が無いことが知られている。 

 ここで、エネルギーEを 22

42

2 n
meZE


−= 、 )(rV を
r
ZerV

2

)( = とおくと、（８）式は Lagauerre（ラゲール）の

陪多項式となり、 

例えば、 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= r

a
Z

a
ZR

0

2
3

0
10 exp2 となる。 

 

 



October 17, 2005 

化学第二  講義プリント   2－D   担当 真島	 

 

演習問題 

 

２－１．水素原子において主量子数ｎが１の場合の水素原子の電子のエネルギーは、演習１－２で求め

たように、
00

2

1 8 a
eE
πε

−= となる（ただし、 0a はボーア半径）。一方、無限大の距離にあるプラスとマイナス
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２－２－水素原子の１ｓ軌道 ⎟⎟
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 ２－２－２ 問１－１における Aの値を計算せよ（計算過程も記すこと）。 

 

 

２－３．ある２ｐ軌道の波動関数の角度依存部分は =ΦΘ )()(, φθ mml φθ cossin で与えられる。次の問に

答えよ。 

2-3-1 角運動量の二乗の演算子
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2-3-2 角運動量のｚ成分の二乗の演算子 )( 2
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ただし、波動関数は、 )()()()(),,( ,,, rRrRr lnmmlln =ΦΘ=Ψ φθφθ φθ cossin とする。 

 

 

 

 

 




