
6 双対定理
[学習内容]

• 主問題と双対問題

• 双対定理

標準形の線形計画問題

minimize: z = ctx

subject to: Ax = b

x ≥ 0

において、cと bを交換し、行ベクトル ytを変数とする線形計画問題

maximize: w = ytb

subject to: ytA ≤ ct

を「双対問題」という。このとき、元の問題を「主問題」という。また yは非負
ベクトルとは限らないことに注意する。

[例] 主問題
minimize: z = x1 +x2 +x3

subject to: x1 +2x2 +3x3 = 5

2x1 +5x2 +4x3 = 12

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

双対問題
minimize: w = 5y1 +12y2

subject to: y1 +2y2 ≤ 1

2y1 +5y2 ≤ 1

3y1 +4y2 ≤ 1

このとき、次の定理が成り立つ。

[定理１]（弱双対定理）
x, yをそれぞれ主および双対問題の実行可能解であるとすれば、

w = ytb ≤ ctx = z

が成り立つ。

（証明）
ctx ≥ (ytA)x = yt(Ax) = ytb
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wの最大値
zの最小値

xの実行可能解によるzの
値の範囲

yの実行可能解によるwの
値の範囲

図 7: 弱双対定理の意味

Q.E.D.

[系] 主問題のある実行可能解 x̃と双対問題のある実行可能解 ỹに対して

ctx̃ = ỹtb

が成り立てば、x̃と ỹはそれぞれ主問題および双対問題の最適解である。

[定理 2]（双対定理）
主問題が最適解を持つならば、双対問題も最適解を持ち、主問題の zの最小値と
双対問題のwの最大値は等しい。

（証明）z ≤ wを示せば良い。x1, x2, · · · , xmが最適値を与える実行可能基底である
とすれば、主問題のタブローは

x1 · · ·xm xm+1 · · ·xn

B N b

cB
t cN

t 0

であり、基底形式に直すと

x1 · · ·xm xm+1 · · ·xn

I B−1N B−1b

0 cN
t − cB

tB−1N −cB
tB−1b

が得られる。ここで、yt = cB
tB−1とおくと

ytB = cB
tB−1B = cB

t

他方、最適性から
cN

t − cB
tB−1N ≥ 0

すなわち
cN

t ≥ ytN
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従って、
ytA = yt[B N ] = (ytB, ytN) ≤ (cB

t, cN
t) = ct

これより、yは実行可能解であり

z = cB
tB−1b = ytb = w

が得られ、主問題の zの最小値よりも双対問題の wの最大値が小さくなることは
ない。 Q.E.D.
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