
2 線形計画法とは
[学習内容]

• 線形計画問題の標準形と、与えられた線形計画問題を標準形に直す方法

• 図を用いた線形計画問題の解法

• 実行可能解と基底解

2.1 標準形

標準形の線形計画問題とは、線形の目的関数

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

を線形の等式制約条件

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

とすべての変数に対する非負条件

xj ≥ 0 j = 1, 2, · · · , n

のもとで最小にする解を求める問題である。但し、aij , bj, cjは定数である。
標準形の問題は、ベクトル x, b,行列Aを

A =

⎡
⎢⎢⎢⎣

a11 a12 · · · a1n

...
...

am1 am2 · · · amn

⎤
⎥⎥⎥⎦ , b =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2

· · ·
bn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , c =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c1

c2

· · ·
cn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

· · ·
xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

とすれば、

minimize: ctx

subject to: Ax = b

x ≥ 0

によって行列表示される。
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[与えられた線形計画問題を標準形に直す方法]

1. 最大化問題の場合
目的関数に (−1)を乗じて最小化問題にする。

2. 制約条件が不等式を含む場合
例えば、x1 + x2 ≤ 30に対しては、新たな変数 x3 = 30− x1 − x2を導入すれ
ば、不等式制約

x1 + x2 ≤ 30

は、等式制約
x1 + x2 + x3 = 30, x3 ≥ 0

と等価であり、制約条件を全て等式にすることができる。ここで、不等式を
等式に変える為に導入した変数 x3を「スラック変数」という。

3. 自由変数を含む場合
非負条件のない変数 xkは、２つの非負の変数の差で置き換える。すなわち、
xkを

xk = x+
k − x−

k , x+
k ≥ 0, x−

k ≥ 0

で置き換えれば良い。

[例 2.1]

maximize: 70x1 +120x2 +30x3

subject to: 5x1 +6x3 ≤ 80

2x2 +8x3 ≤ 50

7x1 +15x3 ≥ 100

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

を標準形に直すと

minimize: −70x1 −120x2 −30x3

subject to: 5x1 +6x3 +x4 = 80

2x2 +8x3 +x5 = 50

7x1 +15x3 −x6 = 100

x1, x2, · · · , x6 ≥ 0

となる。

[例 2.2]

maximize: 2x1 +4x2

subject to: x1 +x2 ≥ 3

3x1 +2x2 = 14
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x1 ≥ 0

を標準形に直すと

minimize: −2x1 −x+
2 +4x−

2

subject to: x1 +x+
2 −x−

2 −x3 = 3

3x1 +2x+
2 −2x−

2 = 14

x1, x
+
2 , x−

2 , x3 ≥ 0

となる。

2.2 目的関数が絶対値を含む場合

ある変数 xkの絶対値 |xk|は、−zk ≤ xk ≤ zkを満足する最小の非負の数 zkに一
致する。すなわち、目的関数中の |xk|を zkに置き換えて、新たな２つの制約条件

xk ≤ zk および − zk ≤ xk

を追加すれば良い。一般に、目的関数中の |xk −u|なども同様にして、置き換える
ことができる。

[例 2.3]

minimize: 2|x1| +x2

subject to: x1 +x2 ≥ 4

x2 ≥ 0

を線形計画問題に直すと

minimize: 2z1 +x2

subject to: x1 +x2 ≥ 4

x1 −z1 ≤ 0

−x1 −z1 ≤ 0

x2, z1 ≥ 0

となる。

2.3 図による線形計画問題の解き方

[例 2.4]

maximize: x1 +2x2

subject to: x1 +x2 ≤ 4

−x1 +x2 ≤ 2
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x2

4
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x1 + x2 = 4

-x1 + x2 = 2

実行可能領域

x1 +2 x2 = 2

x1 +2 x2 = 4

x1 +2 x2 = 7

図 4: 実行可能領域の例

x1, x2 ≥ 0

制約条件をみたす (x1, x2)の領域（実行可能領域）を図示すると図のようになる。
実行可能領域に含まれる点を「実行可能解」と呼ぶ。ここで、x1 +2x2 = kのグ

ラフを描くと、図のようになりこのグラフが実行可能領域と交わりを有する最大の
kは 7であることが分る。また、この最大値を与える実行可能解は (x1, x2) = (1, 3)

であり、これを最適解という。一般に、最適解は実行可能領域の端点である。　次
に、同じ問題を標準形に直すと、スラック変数 x3, x4を導入して

maximize: x1 +2x2

subject to: x1 +x2 +x3 = 4

−x1 +x2 +x4 = 2

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

このとき、実行可能領域の頂点と (x1, x2, x3, x4)との関係は図 5のようになり、
端点は 4変数のうち 2変数が零となるベクトルに対応している。2変数が 0となる
ベクトルは

(
4
2

)
= 6通りあり、残りの 2つのベクトルは (0, 4, 0,−2), (−2, 0, 6, 0)

であり、これらは実行可能領域にはない。
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(1,3,0,0)(0,2,2,0)
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(4,0,0,6)

図 5: 実行可能領域の頂点

一般の場合
minimize: cT x

subject to: Ax = b

x ≥ 0

を考える。変数は n個とし、Aはm× n行列行列Aのランクはmとする。このと
き、任意に n−m個の変数（非基底変数と呼ぶ）xi1 , xi2 , . . . , xin−mを零とすれば、
他のm変数は（基底変数と呼ぶ）はAx = bから決定できる。そのようにして得
られる x = (x1, x2, · · · , xn) を基底解と呼び、x ≥ 0をみたす基底解を実行可能基
底解と呼ぶ。先の例では、n = 4, m = 2であったことに注意する。
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