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8 特異値分解・擬似逆行列

8.1 特異値分解とは

いま、Aをm×nの任意の実行列とする。AT Aは準正定であり、その固有値（det(λIn−AT A) = 0
の解）は非負の実数λ1, λ2, · · · , λnであるとする。ただし、λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0とする。また、σi =

√
λi

とおく（i = 1, 2, · · · , min(m,n)）。
このとき、あるm × m直交行列 U と n × n直交行列 V が存在して、

A = UΣV T (159)

Σ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

σ1

. . .

σn

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (m ≥ n)

⎡
⎢⎢⎣

σ1

. . . 0
σn

⎤
⎥⎥⎦ (m < n)

と書ける。(159)をAの特異値分解、σiをAの特異値という。0でない特異値の個数 rは r = rankA

で与えられる。

ここで、U ,V は直交行列なので、

UUT = UT U = Im

V V T = V T V = In

(160)

を満たす。

このことは、y = Axという線形変換が、(i)V T による長さを変えない直交変換、(ii)Σによる第
i要素を σi倍する方向を変えない変換、(iii)U による長さを変えない直交変換、の３つに分割され
ることを示している。

8.2 特異値分解の求めかた

AT Aと AAT の固有値のうち、0でないものの個数と値は同じである。そのため、m < nであ

ればAAT、m > nなら AT Aの固有値を求めれば良い。固有値から特異値が求まる。

ついで、特異値のうち 0でないもの（r個ある）から、

Σr =

⎡
⎢⎢⎣

σ1 0
. . .

0 σr

⎤
⎥⎥⎦ (161)
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という対角行列を作る。また、

Ur = [ u1, u2, · · · , ur ]

Vr = [ v1, v2, · · · , vr ]

と書く。ただし、ui および vi はそれぞれ U, V の第 i列ベクトルとする。すると、⎧⎪⎨
⎪⎩

A = UrΣrV
T

r

UT
r Ur = Ir

V T
r Vr = Ir

(162)

なので、

AT AVr = VrΣ2
r (163)

Ur = AVrΣ−1
r (164)

となる。

ここで、(163)を AT Avi = viσ
2
i と要素で考えると、vi が AT Aの固有値 λi に対する、単位長

さ固有ベクトルであることが分かる。

よって、AT Aの固有ベクトルを求めれば、Vrが求まる。V の Vr以外の部分 vr+1, vr+2, · · · , vn

は、V T V = V V T = In を満たすように適当に決めれば良い。

さらに、(164)より Ur が求まる。U の Ur 以外の部分は、V と同様に UUT = UT U = Im を満

たすよう、適当に決めればよい。なお、(163)(164)の代わりに、

AAT Ur = UrΣ2
r

Vr = AT UrΣ−1
r

としても同じである。

計算例

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1
−1 0 1

1 −1 0
0 1 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (165)

を特異値分解する。

AT A =

⎡
⎢⎣

2 −1 −1
−1 3 −2
−1 −2 3

⎤
⎥⎦ (166)

であるので、
λ1 = 5 λ2 = 3 λ3 = 0
σ1 =

√
5 σ2 =

√
3 σ3 = 0

(167)

である。また、AT Aの固有ベクトルは、

v1 = [ 0
1√
2

− 1√
2

]T

v2 = [
2√
6

− 1√
6

− 1√
6

]T
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である。Vr = [v1, v2]に対して、

Ur = AVrΣ−1
r

=

[
2√
10

− 1√
10

− 1√
10

2√
10

0 − 1√
2

1√
2

0

]T

を得る。

以上から、Aについての特異値分解は、

Σ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

√
5 √

3
0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ U =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

2√
10

0 1√
2

1√
10

− 1√
10

− 1√
2

0 2√
10

− 1√
10

− 1√
2

0 2√
10

2√
10

0 − 1√
2

1√
10

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ V =

⎡
⎢⎢⎣

0 2√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

− 1√
2

− 1√
6

1√
3

⎤
⎥⎥⎦

と得られる。

8.3 擬似逆行列

擬似逆行列 A+ は、正方でない行列 Aに対して逆行列的な性質を持つものとして定義する。

あるm × n行列 Aに対し、

AA+A = A (168)

A+AA+ = A+ (169)

(AA+)T = AA+ (170)

(A+A)T = A+A (171)

を全て満たす n × m行列 A+ がただ１つ存在する。これを擬似逆行列という。

証明

1. A = 0のとき、A+ = 0
2. A �= 0で rank A = rとする。このとき、Aは適当な B(m × r)と C(r × n)の積で A = BC

と書ける。この B,C で n × m行列 DをD = CT (CCT )−1(BT B)−1BT と表すと、Dは A+

の性質を全て満たしている。つまり、Aに対して A+ が必ず存在する。

3. A+の一意性を示す。いま、Aに対して擬似逆行列A+
1 ,A+

2 が存在すると仮定する。このとき、

A+
1 − A+

2 = A+
1 AA+

1 − A+
2 AA+

2 (172)

= AT A+
1

T
A+

1 − A+
2 A+

2
T
A+

2

= (AA+
2 A)T A+

1
T
A+

1 − A+
2 A+

2
T (AA+

1 A)T

= AT A+
2

T
AT A+

1

T
A+

1 − A+
2 A+

2

T
AT A+

1

T
AT

= AT A+
2

T
A+

1 − A+
2 A+

2

T
AT

= A+
2 AA+

1 − A+
2 AA+

1

= 0

なので、A+
1 = A+

2。つまり、A+は一意に定まる。■
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さらに、A+ には以下の性質がある。

1. (A+)+ = A

2. (AT )+ = (A+)T , (AAT )+ = (A+)T A+

3.一般にはm× n行列Aと n× p行列Bについて (AB)+ = B+A+は成立しないが、rank A =
rank B = nであれば成立する。

4. A+ = (AT A)+AT = AT (AAT )+

5. m × n 行列 Aについて rank A = m ならば A+ = AT (AAT )−1、また rank A = n ならば

A+ = (AT A)−1AT

6. m × n行列 Aの特異値分解が A = UΣV T（U ,V は直交行列、rank A = r）ならば、m × n

の Σは

Σ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

σ1

. . . Or×(n−r)

σr

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (173)

で与えられ、σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr ≥ 0となる。このとき、

A+ = V Σ+UT (174)

であり、Σ+（n × m）は

Σ+ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

σ−1
1

. . . Or×(m−r)

σ−1
r

O(n−r)×r O(n−r)×(m−r)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (175)

7. Ax = b（Aはm × n、x,bは n次元）について、Aが正則であれば当然 x = A−1b。

Aが正則でないとき、b ∈ R(A)ならば解はあるが一意でない。そうでなければ解はない。
このような場合、||Ax − b||を最小化する xを次善の解とすると、それは

x = A+b + (I − A+A)k (176)

で与えられる。ここで kは任意の n次元定数ベクトルである。解が一意でないとき、解自身

のノルムを最小化する xは x = A+bで与えられる。
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