
移動論第一

3・4エネルギー収支(P.30)

3・4・1一般的なエネルギー収支
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エネルギー収支:流体が流れるときのエネルギーの時間に対する変化を表す

):(   , uτ ∇−∇ 等についてはベクトル解析をよく勉強して理解すること
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流体の応力方程式(流動特性代入前の運動方程式)

この式はどうやって導かれるか

・授業資料4-15にある式
・非圧縮性でなくても成り立つ式

・上の式はx方向成分の式
・本来はx，y，x全ての成分からなるベクトル

(3･10)

3-40

移動論第一

ベクトル表示した応力方程式の両辺と速度ベクトルuの内積→ (3･10)式

簡単にいえば応力方程式のx，y，z方向の式にそれぞれux， uy，uzをかけ，
全てたすと(3･10)になる
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(3･10)

応力方程式と比較して，エネルギー収支式の意味を確認

I II III IV V VI VII
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移動論第一

粘性による摩擦で運動エネルギーが熱に変換される：散逸エネルギー

):( uτ ∇−− ：散逸関数→(P.31表3･5)

I.単位時間あたりの変化
II.対流による移動
III.周囲からの圧力による仕事
IV.圧力による内部エネルギーへの
変換分

それぞれ流体単位体積あたりの運動エネルギーの

V.粘性に基づく応力による仕事
VI.粘性による内部エネルギーへの変換分
VII.重力による仕事
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3・4・2ベルヌイの定理：摩擦(粘性)のない流体の定常エネルギー収支

面1
面2

z1
z2

位置エネルギーの基準

条件： 定常

断面で流速一定

粘性無し（摩擦損失=0）

単位時間に面1から入る

運動エネルギー：

位置エネルギー：

圧力エネルギー：
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2
11 AuuAuuw ρρ ==

[W]  11111 gzAugzw ρ=

[W]  111 uAp

w1,u1,A1,p1

w2,u2,A2,p2

斜線の検査体積についてのエネルギー収支

11Ap ：面1にかかる力 1u ：単位時間移動距離 111 uAp（ ：圧力による仕事）
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移動論第一

以上3つのそれぞれの面についての総和が等しい

2222222
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21111111

3
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1 uApgzAuAuuApgzAuAu ++=++ ρρρρ

連続の式： 2211 AuAu ρρ =

一定=++=++
ρρ

2
2

2
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1
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1 2

1
2
1 pgzupgzu ベルヌイの定理

教科書P.33図3･12の式

1
3
12

1 Auρ

111 gzAuρ

111 uAp

運動エネルギー

面1(入る) 面2(出る)

位置エネルギー

圧力エネルギー

2
3
22

1 Auρ

222 gzAuρ

222 uAp
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一定=++
ρ
pgzu2

2
1

次元:圧力 [Pa]

次元:長さ(高さ)≡ヘッド [m]

動圧 静圧 動圧+静圧=総圧

ベルヌイの定理の式の各項の意味：次元の変換

次元:単位質量あたりのエネルギー
[m2・s-2]

ρをかける

ρgで除する

教科書P.31(3・11)式の圧力項： ∫ ρ
dp

非圧縮性流体では
ρρρ
pdpdp

== ∫∫
1

一定=++
ρ
pgzu2

2
1

導かれたベルヌイの定理の式

一定=++ pgzu ρρ 2

2
1

一定=++
g
pz

g
u

ρ2

2
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ベルヌイの定理についての例題：

面1

h
z1

z2

u1, p1

面2 u2, p2

図のような水槽の底付近の出口から流れる
流体の速度を求めよ。

解：水面を面1，出口を面2とすると

ρρ
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1 pgzupgzu ++=++

・水槽の径が十分大きいのでu1=0
・p1, p2はいずれも大気圧で等しい
・z1－z2=h
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4.流れの数値シミュレーション(P.35)

4・1数値シミュレーションの方法(P.36)

4・1・1差分法

ナビエ－ストークス(Navier-Stokes)の運動方程式（ニュートン流体の運動方程式）

多くの場合解析的に解くことはできない

数値的に解く

微分方程式

dt
du

f(t)が積分できない場合 解析的に解けない

t=tのときのuの値u(t)がわかっている場合に差分法で解く手順

)(tf
dt
du

=

を別の形に書き換えてみる テイラー(Taylor)展開

関数の形は与えられている
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移動論第一

テイラー展開：u(t+∆t)をu(t)で表す

t
tuttu

dt
du

∆
−∆+

≈
)()(

L+
∆

+
∆

+∆+=∆+ 3

33

2

22

!3!2
)()(

dt
udt

dt
udt

dt
duttuttu

L+
∆

−
∆

−
∆

−∆+
= 3

32

2

2

!3!2
)()(

dt
udt
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dt
du
について解く

・これらの項を無視
・この部分が誤差となる

元の方程式 )(tf
dt
du

= に代入

)()()( tf
t

tuttu
=

∆
−∆+ )()()( ttftuttu ∆+=∆+

微分方程式の離散化（この場合は差分化）：連続するtに対する値は得られない
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)()()( ttftuttu ∆+=∆+ ：この関係を利用して時刻t以降のuを計算

t t+∆t t+2∆t t+3∆t

誤差

u(t)の正しい解の曲線

・ この直線の傾きに誤差はない
・ 正解の曲線に接している

)()()( ttftuttu ∆+=∆+

)()()2( tttfttuttu ∆+∆+∆+=∆+

)2()2()3( tttfttuttu ∆+∆+∆+=∆+

・ t以降∆t刻みでuが計算される
t+∆t, t+2∆t, t+3∆t・・・

離散化のため間の値は計算されない

・ 上のような繰返し計算はコンピュータ

が適している

u(t)の値は既知

u(t)
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移動論第一

t t+∆t t+2∆t t+3∆t

誤差

誤差の原因

)()()( ttftuttu ∆+=∆+

t－∆t間を直線に近似したことが原因

誤差を小さくするために

・∆tを小さくする（一つの方法）：無視した部分が小さくなる

・差分化には上記以外にも方法があり，できるだけ誤差が小さくなるよ
うな形に差分化する。
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無視

u(t)
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流体の運動方程式に似た簡単な式の離散化（差分化）
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uはt，xの関数のため偏微分

偏微分でも同様に差分化できる

（教科書P.37の式のO(∆t,∆x2)は誤差のオーダーを表している）
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移動論第一

xxxxxttt ∆+=∆+=∆+= − 2 , 10112

・ 2つの独立変数t,xのため，離散化の
イメージは格子状になる

t

x

t1

t2

x-1 x0 x1

（教科書P.37図4・1参照）
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),(),,(),,( 110111 xtuxtuxtu − がわかれば ),( 02 xtu を計算できる

∆t

∆x

),( 02 xt ：この点のuが計算される

・ 問題を解く範囲の両端の値が境界条

件等として与えられればその範囲内の
uが計算できる
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本当に解かなければならない方程式
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離散化する方法は多様であり，また難しい

市販のソフトウエアを利用するのも一つの方法

化工情報処理第一の後半で演習
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