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2-1 関数の漸近的評価

 問題 Π = (𝐼𝐼,𝑄𝑄(𝑥𝑥))
‐入力𝐼𝐼と質問𝑄𝑄(𝑥𝑥)の組

 アルゴリズム
‐問題を解くための手順
 入力に応じて手順は一意に定まる

‐解析
 正当性

 効率：時間，領域

入力の大きさと基本操作の数の関係
 漸近的に評価
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関数の漸近的評価(1) Ο .

 漸近的に上から抑える

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ο 𝑔𝑔 𝑛𝑛
‐ lim

𝑛𝑛→∞
𝑓𝑓 𝑛𝑛
𝑔𝑔 𝑛𝑛

≤ 𝑐𝑐 ⟹ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ο 𝑔𝑔 𝑛𝑛

 ∃𝑐𝑐 𝑐𝑐 ≥ 0 ∃𝑛𝑛0∀𝑛𝑛 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 𝑓𝑓 𝑛𝑛 ≤ 𝑐𝑐 � 𝑔𝑔 𝑛𝑛

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 は𝑔𝑔 𝑛𝑛 より，漸近的に等しいか小さい(≤)
𝑓𝑓 𝑛𝑛 は𝑔𝑔 𝑛𝑛 のオーダー

𝑐𝑐：非負定数

𝑐𝑐 � 𝑔𝑔 𝑛𝑛

𝑓𝑓 𝑛𝑛

𝑛𝑛0
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関数の漸近的評価(2) 𝜊𝜊 .

 漸近的に上から抑える

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝜊𝜊 𝑔𝑔 𝑛𝑛
‐ lim

𝑛𝑛→∞
𝑓𝑓 𝑛𝑛
𝑔𝑔 𝑛𝑛

= 0 ⟹ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝜊𝜊 𝑔𝑔 𝑛𝑛

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝜊𝜊 𝑔𝑔 𝑛𝑛 ⟹ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ο 𝑔𝑔 𝑛𝑛

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 は𝑔𝑔 𝑛𝑛 より，漸近的に（真に）小さい(<)

𝑐𝑐 � 𝑔𝑔 𝑛𝑛

𝑓𝑓 𝑛𝑛

𝑛𝑛0
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関数の漸近的評価(3) Ω .

 漸近的に下から抑える

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ω 𝑔𝑔 𝑛𝑛
‐ lim

𝑛𝑛→∞
𝑓𝑓 𝑛𝑛
𝑔𝑔 𝑛𝑛

≥ 𝑐𝑐′ ⟹ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ω 𝑔𝑔 𝑛𝑛

 ∃𝑐𝑐′ 𝑐𝑐′ > 0 ∃𝑛𝑛0∀𝑛𝑛 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 𝑓𝑓 𝑛𝑛 ≥ 𝑐𝑐′ � 𝑔𝑔 𝑛𝑛

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 は𝑔𝑔 𝑛𝑛 より，漸近的に等しいか大きい(≥)

𝑐𝑐′：正定数

𝑓𝑓 𝑛𝑛

𝑐𝑐′ � 𝑔𝑔 𝑛𝑛

𝑛𝑛0
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関数の漸近的評価(4) 𝜔𝜔 .

 漸近的に下から抑える

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 𝑔𝑔 𝑛𝑛
‐ lim

𝑛𝑛→∞
𝑓𝑓 𝑛𝑛
𝑔𝑔 𝑛𝑛

= ∞⟹ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 𝑔𝑔 𝑛𝑛

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 𝑔𝑔 𝑛𝑛 ⟹ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ω 𝑔𝑔 𝑛𝑛

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 は𝑔𝑔 𝑛𝑛 より，漸近的に(真に)大きい(>)

𝑓𝑓 𝑛𝑛

𝑐𝑐′ � 𝑔𝑔 𝑛𝑛

𝑛𝑛0
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関数の漸近的評価(5) Θ .

 漸近的に等しい(=)

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Θ 𝑔𝑔 𝑛𝑛
‐𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ο 𝑔𝑔 𝑛𝑛 かつ𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ω 𝑔𝑔 𝑛𝑛

‐𝑐𝑐1 ≤ lim
𝑛𝑛→∞

𝑓𝑓 𝑛𝑛
𝑔𝑔 𝑛𝑛

≤ 𝑐𝑐2
 ∃𝑐𝑐2 𝑐𝑐2 ≥ 0 ∃𝑐𝑐1 𝑐𝑐1 > 0 ∃𝑛𝑛0∀𝑛𝑛 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0

𝑐𝑐2 � 𝑔𝑔 𝑛𝑛 ≥ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 ≥ 𝑐𝑐1 � 𝑔𝑔 𝑛𝑛

𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2：正定数

𝑐𝑐2 � 𝑔𝑔 𝑛𝑛

𝑓𝑓 𝑛𝑛

𝑛𝑛0

𝑐𝑐1 � 𝑔𝑔 𝑛𝑛
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関数の漸近的評価（例1）

 Example

1. 𝑛𝑛 = Ο 𝑛𝑛 : ?

2. 𝑛𝑛 = ο 𝑛𝑛 : ?

3. 𝑛𝑛 = Ω 𝑛𝑛 : ?

4. 𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 𝑛𝑛 : ?
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関数の漸近的評価（例1）

 Example
1. 𝑛𝑛 = Ο 𝑛𝑛 : Yes

2. 𝑛𝑛 = o 𝑛𝑛 : Yes

3. 𝑛𝑛 = Ω 𝑛𝑛 : No

4. 𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 𝑛𝑛 : No

1

lim
𝑛𝑛→∞

𝑛𝑛
𝑛𝑛

= lim
𝑛𝑛→∞

1
𝑛𝑛

= 0
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関数の漸近的評価（例2）

 Example

1. log𝑒𝑒 𝑛𝑛 = Ο 𝑛𝑛 : ?

2. log𝑒𝑒 𝑛𝑛 = o 𝑛𝑛 : ?

3. log𝑒𝑒 𝑛𝑛 = Ω 𝑛𝑛 : ?

4. log𝑒𝑒 𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 𝑛𝑛 : ?
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関数の漸近的評価（例2）

 Example
1. log𝑒𝑒 𝑛𝑛 = Ο 𝑛𝑛 : Yes

2. log𝑒𝑒 𝑛𝑛 = o 𝑛𝑛 : Yes

3. log𝑒𝑒 𝑛𝑛 = Ω 𝑛𝑛 : No

4. log𝑒𝑒 𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 𝑛𝑛 : No

lim
𝑛𝑛→∞

log𝑒𝑒 𝑛𝑛
𝑛𝑛

= lim
𝑛𝑛→∞

(log𝑒𝑒 𝑛𝑛)′
( 𝑛𝑛)′

= lim
𝑛𝑛→∞

1
𝑛𝑛
1

2 𝑛𝑛

= lim
𝑛𝑛→∞

2
𝑛𝑛

= 0

1

L’Hospital’s Theorem
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関数の漸近的評価（例3）

 Example

‐100𝑛𝑛 ≠ 𝜔𝜔 𝑛𝑛2 , 100𝑛𝑛 ≠ Ω 𝑛𝑛2

 100𝑛𝑛は𝑛𝑛2より漸近的に真に大きくはない

 100𝑛𝑛は漸近的に𝑛𝑛2以上ではない

‐100𝑛𝑛2 ≠ 𝜔𝜔 𝑛𝑛2 , 100𝑛𝑛2 = Ω 𝑛𝑛2

 100𝑛𝑛2は𝑛𝑛2より漸近的に真に大きくはない

 100𝑛𝑛2 > 𝑛𝑛2

であり，100𝑛𝑛2は漸近的に𝑛𝑛2以上

‐0.01𝑛𝑛3 = 𝜔𝜔 𝑛𝑛2 , 0.01𝑛𝑛3 = Ω 𝑛𝑛2

 𝑛𝑛 ≤ 100ならば0.01𝑛𝑛3 ≤ 𝑛𝑛2であるが

0.01𝑛𝑛3は𝑛𝑛2より漸近的に真に大きい

 0.01𝑛𝑛3は漸近的に𝑛𝑛2以上
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関数の漸近的評価(6) 漸近的評価

 lim
𝑛𝑛→∞

𝑓𝑓 𝑛𝑛
𝑔𝑔 𝑛𝑛

‐0に収束
 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝑜𝑜 𝑔𝑔 𝑛𝑛
‐ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 は𝑔𝑔 𝑛𝑛 より真に小さい（漸近的に）

‐無限大に発散
 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 𝑔𝑔 𝑛𝑛
‐ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 は𝑔𝑔 𝑛𝑛 より真に大きい（漸近的に）

‐正定数で上下から抑えられる（収束する必要はない）
 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Θ 𝑔𝑔 𝑛𝑛
‐ 𝑓𝑓 𝑛𝑛 は𝑔𝑔 𝑛𝑛 と等しい（漸近的に）
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関数の漸近的評価(7) オーダー

 定数オーダー Ο 1
 線形オーダー Ο 𝑛𝑛
 多項式オーダー Ο 𝑛𝑛𝑘𝑘 (𝑘𝑘 ≥ 0 は定数)

 指数オーダー Ο 𝑘𝑘𝑛𝑛 (𝑘𝑘 > 1 は定数)

 log𝑛𝑛 のオーダーは？
‐log𝑛𝑛 = 𝜊𝜊 𝑛𝑛
‐log𝑛𝑛 = 𝜊𝜊 𝑛𝑛0.1

‐log𝑛𝑛 = 𝜔𝜔 1
‐log𝑛𝑛 = Ο 𝑛𝑛𝜀𝜀 (𝜀𝜀 > 0)
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関数の漸近的評価：多項式

 定理: If 𝑎𝑎0 > 0
𝑎𝑎0𝑛𝑛𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑘𝑘−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑘𝑘 = Θ 𝑛𝑛𝑘𝑘

証明:

lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎0𝑛𝑛𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑘𝑘−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑘𝑘

= 𝑎𝑎0

𝑎𝑎0𝑛𝑛𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑘𝑘−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑘𝑘 = O 𝑛𝑛𝑘𝑘

𝑎𝑎0𝑛𝑛𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑘𝑘−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑘𝑘 = Ω 𝑛𝑛𝑘𝑘

𝑎𝑎0𝑛𝑛𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑘𝑘−1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑘𝑘 = Θ 𝑛𝑛𝑘𝑘 ∎
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関数の漸近的評価：階乗と対数

 定理 (Theorem 2.1)

log2 𝑛𝑛! = Θ 𝑛𝑛 log𝑛𝑛
証明:

‐𝑛𝑛! = 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 − 1 × ⋯× 2 × 1 ≤ 𝑛𝑛𝑛𝑛

 log2 𝑛𝑛! ≤ log2 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑛𝑛log2 𝑛𝑛


log2(𝑛𝑛!)
𝑛𝑛 log2 𝑛𝑛

≤ 1

 log2 𝑛𝑛! = Ο(𝑛𝑛 log𝑛𝑛)

‐𝑛𝑛! ≥ 𝑛𝑛
2

𝑛𝑛
2 ≥ 𝑛𝑛

2

𝑛𝑛
2

 log2 𝑛𝑛! ≥ 𝑛𝑛
2

log2
𝑛𝑛
2

= 1
2
𝑛𝑛 log2 𝑛𝑛 −

𝑛𝑛
2

 lim
𝑛𝑛→∞

log2 𝑛𝑛!
𝑛𝑛 log2 𝑛𝑛

≥ 1
2

 log2 𝑛𝑛! = Ω 𝑛𝑛 log𝑛𝑛
∴ log2 𝑛𝑛! = Θ 𝑛𝑛 log𝑛𝑛 ∎
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関数の漸近的評価：階乗と対数

 定理 (Theorem 2.1)

log2 𝑛𝑛! = Θ 𝑛𝑛 log2 𝑛𝑛

𝑛𝑛 log2 𝑛𝑛

1
2
𝑛𝑛 log2 𝑛𝑛

log2 𝑛𝑛!
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関数の漸近的評価：対数

 定理: If 𝑎𝑎 > 0 and 𝑏𝑏 > 0
log𝑎𝑎 𝑛𝑛 = Θ log𝑏𝑏 𝑛𝑛

証明:

‐
log𝑎𝑎 𝑛𝑛
log𝑏𝑏 𝑛𝑛

= log𝑎𝑎 𝑛𝑛
log𝑎𝑎 𝑏𝑏
log𝑎𝑎 𝑛𝑛

= log𝑎𝑎 𝑏𝑏

 log𝑎𝑎 𝑛𝑛 = Ο log𝑏𝑏 𝑛𝑛
 log𝑎𝑎 𝑛𝑛 = Ω log𝑏𝑏 𝑛𝑛

∴ log𝑎𝑎 𝑛𝑛 = Θ log𝑏𝑏 𝑛𝑛 ∎
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オーダー表記における注意

 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛の場合
‐𝑓𝑓 𝑛𝑛 のオーダーはΟ 𝑛𝑛 である
 これを便宜上，𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ο(𝑛𝑛)と表記している

‐𝑓𝑓 𝑛𝑛 のオーダーはΟ 𝑛𝑛2 である
 この表現は正しいが，最も適切な表現とは言えない．

Ο 𝑛𝑛 = 𝑓𝑓 𝑛𝑛 とは書かない

𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ο 𝑛𝑛2 , 𝑓𝑓 𝑛𝑛 = Ο 𝑛𝑛 であるのでΟ 𝑛𝑛2 = Ο 𝑛𝑛 である，
と結論してはいけない
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