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電子相関 (electron correlation)

電子間の斥力を考慮した分子軌道法

一般にN電子系では Slater行列式

電子の番号のあらゆる置換。
1⇔2と1個の置換をするごとにーをつける。

� 電子1⇔2を交換　→　1,2列が入れ代わる　→　−がつく。(反対称)
� φ1とφ2が同じ　→　1, 2行が同じ　→　|行列式|＝0
　→　2つの電子(フェルミ粒子)は同一状態に入れない。(Pauliの排他原理)
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分子軌道法での電子間クーロン斥力の扱い

Slater行列式を に入れるとE  *Hd

E  Hk
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* 1電子部分
kは分子軌道の番号
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電子分布ρkをもった分子軌道kと, 
分子軌道lとの間の平均の電子反発。
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クーロン積分

交換積分

1と2を入れ替えたもの

>0

(1)(1)d  0(1) 　　　なので、逆向スピンの場合にはKkl＝0
Pauli排他原理のため同一スピンは同じ場所に来ない(Fermi孔)。
この分クーロン反発が少ないので、この分をJklから補正。

(2) 1つの分子軌道に2電子の場合　E＝2H1＋J11

(3) i番目の軌道から1個の電子を取り去った場合。

E  E0  [Hi  (Jik  Kik)
k
 ]

i
εi

εi

i番目の電子のエネルギーと思えばよい。(Koopmansの定理) E0

全エネルギーは 　と, 一電子エネルギーであるかのように
扱える。

E0   i
i


i

j
j番目の分子軌道に余分の電子を加えた状態は

E  E0  [H j  (J jk K jk)
k
 ] E0   j

占有



(5) 2レベル2電子の安定性

E1＝2H1＋J11 E2＝H1+H2+J12ーK12

(a) (b) (c)

E3＝H1+H2+J12

K12＞0なので(c)＞(b)　三重項励起状態の方が一重項励起状態より安定

一重項三重項

(a) (b)はH1+J11＜H2+J12ーK12？の大小

1, 2は同一分子上の分子軌道なのでJ11~J12とすると

H2－H1＞K12 ならば (b)＞(a) → 化学結合があれば一重項

H2＝H1 　縮退ならば  (a)＞(b) → 必ず三重項　Hundの規則

蛍光
Fluorescence

燐光
Phosphorescence

エネルギーが縮退すると三重項が安定となる。triplet instability

α+β

α-β

BA  

BA  分子軌道法における電子相関

水素分子では結合軌道に2電子が入って
いる(右図)ので、分子全体では

Ψ＝(χA(1)＋χB(1))(χA(2)＋χB(2))(α(1)β(2)－α(2)β(1))

Slater行列式にするとスピン部分のみ反対称→一重項→この部分は無視

→ χA(1)χA(2)＋χA(1)χB(2)＋χB(1)χA(2) ＋χB(1)χB(2)

共有結合性電子が2つとも
AのH上にいる
HーH＋イオン性

電子が2つとも
BのH上にいる
H＋Hーイオン性

＋

分子軌道法ではイオン性の寄与が50%もあり、明らかに過大である。
これは他の電子の影響を平均場近似でならしてしまったため、電子が
互いに避けあう効果(電子相関electron correlation)が入っていないため。

原子価結合法Valence Bond Theory (Heitler Lindon法)

Ψの代わりに　Ψ ＝χA(1)χB(2)＋χB(1)χA(2) 　を使う。

H2

配置間相互作用
CI (configuration interaction)

分子軌道法で電子相関を取り入れる
ため励起状態の寄与を線形結合

反結合

結合

Ψ ＝ Ψ1＋cΨ2
Ψ ＝　 Ψ1　＋　cΨ2

＝(χA(1)＋χB(1))(χA(2)＋χB(2)) ＋c(χA(1)ーχB(1))(χA(2)ーχB(2))
＝(1＋c)(χA(1)χA(2)＋χB(1)χB(2) )＋(1ーc)(χA(1)χB(2)＋χB(1)χA(2))

共有結合性イオン性

c＝－1とすると原子価結合法と同様、(イオン性)＝0
c＝0とするとイオン性50%の通常の分子軌道法
エネルギー最小になるようにcを決める。(－1 < c <0)

分子軌道計算でも励起状態を求めるためにはCI計算を行なう。

量子化学 固体物理
分子軌道法　→電子相関なし =バンドモデル
原子価結合法→ 強相関 ハバードモデル

固体における電子相関

(1) Gutzwiller波動関数

G  (1nini)
i
 0  exp( nini

i
 )0

波動関数から二重占有状態(イオン性の寄与)を引く。
CIと同じようなもの。しかし具体的な計算はやりにくい。

(2) Hubbardモデル

Uだけ損

二重占有状態のエネルギーがU (on-site 
Coulomb repulsion)だけ大きくなるとする。

H  tij ai
†a j U nini

i


i j


ai
†a j

ni  ai
†ai

2t cos ka
エネルギーバンド
　　　　  と同じ。

サイトiが二重占有だとUだけエネルギーが
上がる。     ,　　のどちらかが0なら0。ni ni

ただし、第二量子化の記号で　　
　　：iサイトの電子を消滅させる。　　：iサイトの電子を生成する。

：iサイトの電子数



Uがバンドの形を変えないと近似すると

E  2t cos ka
E  2t cos kaU

1個目の電子のバンド

2個目の電子のバンド

(1) t<<U

U

W

↑と↓のエネルギーバンドがU程度
分裂する。
U>WだとHubbard gapができ、
half-filledだと絶縁体になる。
UがWを越えるのがMott転移。

Hubbard gap

lower Hubbard band

upper Hubbard band

lower Hubbard bandには1個まで
しか電子が入らない。(通常は2個)

Hubbard modelはhalf-filledの場合のみ絶縁体を与える。(他はすべて金属。)

スピンの向きはランダム(常磁性)でよい。
いずれ低温で反強磁性になる。

Fully Occupied Insulator

Partially Occupied
(less than half filled)

Metal

Half Filled Mott Insulator
(U ≠0)

MetalPartially Occupied
(more than half filled)

Hubbard modelの平均場解 (Stoner model)

D(E)状態密度

D(E)
E

EF-Δ

図のように↑電子と↓電子の数が異なる
強磁性金属になるとする。磁化は

m  n  n  D(E)dE  2D
EF 

EF  D=D(EF)
この移動による運動エネルギーの増分は

E  ED
0

EF  dE  ED
0

EF  dE  2 ED
0

EF dE

 ED
EF 

EF  dE  D2 
m2

4D


1
4

Wm2

上式より バンド幅W〜1/Dとすると

このスピン分極によるUの項の得分は、n＝n↑＋n↓, m＝n↑ーn↓

を使って E Unn 
U
4

(n2 m2)

上2式を加えると
E 

W U
4

m2 
U
4

n2
nは全電子数なので一定

W>U　E極小はm＝0　常磁性金属
W<U　E極小はm≠0　磁性金属

W(Stoner limit)以上にUが大きくなると、電子は分極して磁性金属になる。

Stoner, J. Phys. Radium, 12, 372 (1931).

自由電子モデルにUを加えてみると・・・

mhnUmUWE 


 22

44

弱い磁場hを加えると

2
1 UW

m
h 








磁化率

UW

χ
m*

D(EF)
したがって

あるいはスピン系のエネルギーが　　　　であることより。
2

2
1 m


U→Wで磁化率は∞に発散する。
(有効質量m*や状態密度D(EF)も同様) 0

0

1
2

UDUW 







モット
絶縁相

EF E

D(E)
coherence peak

RPAによる同様の結果
W. F. Brinkman and T. M.  Rice, Phys. Rev. B 2, 4302 (1970).

強磁性体がT>TcからTcに近づくときと同じ。
ただしここでの議論はT=0で、横軸はU/W。



固体における電子相関で実際に起こること：

電子が1個ずつつまった状態でエネルギーバンドを考えると

Mott絶縁体

　ρ∝exp(Ea/kBT)
half-filled band 金属

　ρ∝T

＝

電
気

抵
抗

温度

温度

磁
化

率

磁性なし(Pauli常磁性)
　χ＝一定

磁性体(Curie-Weiss則)
　χ＝C/(Tーθ)
局在(locarized)
イオン性の寄与小
原子価結合法的

非局在(遍歴性itinerant)
イオン性の寄与大
分子軌道法的

電子密度大　バンド幅大　
t大　電子雲の重なり大　

電子密度小　バンド幅小
電子雲の重なり小　　t小

電子相関によるポテンシャル
エネルギー＞運動エネルギー

電子相関によるポテンシャル
エネルギー＜運動エネルギー

圧力などでtを大きく
していくと絶縁体から
金属へ転移(Mott転移)

BrCl Cu ( NCS) 2

超伝導

金属

常磁性 
絶縁体

反強磁性 
絶縁体

温
度

 /K

1 0 0

1 0

圧力

化学圧力

c/a

κ相の統一的相図(鹿野田ダイアグラム)

K. Kanoda, Hyperfine Interact. 104, 235 (1997).

κ-(BEDT-TTF)2Cu[C(CN)2]Cl
κ-(BEDT-TTF)2Cu[C(CN)2]Br
κ-(BEDT-TTF)2Cu(NCS)2

κ相有機伝導体の金属-絶縁体転移

圧力

高温で絶縁体

Mott絶縁体

低温で金属

金属

電気抵抗

温度

温度

熱収縮のため
境界が左にシフト

液-気線と同様臨界点
(end point)がある。

Mott
絶縁体

平均場近似での解

強磁性金属

反強磁性金属

常磁性金属

Half-filled
のみ絶縁体

D. R. Penn, Phys. Rev. 142, 350 (1966).

Fe

Cr
Mn

CoCu

Ti

Hubbard modelは1次元のみ厳密解がある。
　half-filledのみがU≠0(どんなに小さくても)で絶縁体。
　E. H. Lieb and F. Y. Wu, Phys. Rev. Lett. 20, 1445 (1968).
　川上、梁、共系場理論と一次元電子系　岩波

2次元以上では数値計算
　J. E. Hirsch, Phys. Rev. B 31, 4403 (1985).

反強磁性絶縁体
U/W

常
磁

性
金

属

常
磁

性
金

属

Hubbard modelの厳密解

U

W
Hubbard gap

lower Hubbard band

upper Hubbard band



2サイト 2電子 のハバードモデル　 4C2=6 状態
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EUtt
tEt

tEUt
ttE①

②

③

④

電子を１個飛ばすと
①から④に行ける

④はUだけ
エネルギーが高い

0
2

2





EUt
tE

これを解くと

0
0

0





EU
E

2
16 22 tUUE 

 UE ,0

シングレットの解 トリプレットの解

0,0E

ただしE=0の解はΨ＝　　　　　のように

反対称なので三重項に入っていく。

①ー②

√2

磁気相互作用Jの起源←ハバードモデルからの導出 2サイト 2電子 のハバードモデル

0

U

E

t/U U=0t=0

)(4
2

16 222

tU
U
ttUUE 




2
16 22 tUUE 



0 三重項 ET

一重項 ES-2t

U>>tで 　　　 　　
U
tEEJ ST

24


上村　電子物性論　培風館(1995), p30.

三重項の場合は交換積分Kだけ低くなるはずなので

U
tKJ

24


Potential exchange
J > 0 強磁性的

Kinetic exchange
J < 0 反強磁性的

(1) Potential exchange
　　縮退した2レベル：

一重項 三重項

1 2

J12-K12J12

三重項の方が交換積分

K12  1
* (1)2

* (2)
e2

r12
 1 (2) 2 (1)d  0 だけ安定

→スピンは強磁性的に。(Hundの規則)

(2) Kinetic exchange U(a) (b) (c)t

1 2隣合った原子1から原子2
へ電子がtransfer積分tで飛ぶと、
エネルギーはon-site Coulomb積分Uだけ上昇する(b)。これから(a)の
状態に戻ると、(b)を混ぜることで(a)の状態は2次摂動により
だけ安定化する。平行スピン(c)についてはこのような動きが
Pauliの排他原理によって禁止されているので、反平行の(a)の方が
Jだけ安定(摂動論的解釈)。
通常の原子間では(2)>>(1)なので反強磁性J<0のほうが安定。

U
tJ

24


例外：隣り合う原子の軌道が直交する場合はt→0
　　　になるため(2)→0で(1)だけが残って強磁性
　　　J>0になる。(Kanamori-Goodenough則)

U
tKJ

24
 電荷整列：half-filled以外の場合

Vだけ損
隣のサイトに来るとV (off-site Coulomb repulsion)だけエネルギーが
高くなる。

H  tijai
†a j  U nini

i


i j
 V nin j

i j


拡張Hubbardモデル

2倍周期　　(一次元系の場合の4kF電荷密度波に相当)

(cf. Mott絶縁体では何も新しい周期は出ない)

電荷整列(電荷秩序charge order)による絶縁化。

1/4-filledの場合でも、電子が1個おきに並んだ状態が安定。

ハバードモデルがハーフフィルドだけモット絶縁体になるのはおかしい？
→ on-site Uだけ考えているための
　 artifact？
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V
V (D=0 Å)

(D=1.6 Å)

(D=1.6 Å)

U

Overlap S (x40)

D=1.6 Å
ΔZ Ro

(D=1.6 Å)vdW

拡張ハバードモデル：Vの入ったハバードモデル

H  tijai
†a j  U nini

i


i j
 V nin j

i j


U=J11

V=J12

Coulomb repulsionは本来∝1/rで、on-siteのみではない。
距離をボーア半径(0.52Å)単位で表して逆数→Hartree単位(26.6 eV)のV

R

２つの軌道が
真上に来る
　　→　U

→　V

Vは近似的に分子の重心間距離の逆数

H  tijai
†a j  U nini

i


i j
 V nin j

i j


1次元の電荷整列：原子極限 (t→0)

4162
1

2
1

4
1

4
1 VUVUE 

8
]012)00

2
1

2
1([

2
1 UVUE 

8416
UVU



4V > U

電荷整列状態の方が均一な金属状態よりも安定

<n↑> = < n↓> = n/2
n =1/2

n =1, 0

同種スピンについてのみ

 







occ

lk lk
ikik

occ

k
k KJHE 22

JU

V

固体物理では

固体物理の多くの興味ある物性は
これらから出る

φは全占有軌道(分子軌道)について

同一分子上の同一MO (例えばHOMO)
についてのJii

異なった分子上の同一MO (例えばHOMO)
についてのJij

磁気的相互作用

近藤効果：金属中の磁性不純物が(TK以下の低温で)スピンを失う

Au＋数%Fe

FeによりCurieAuにより金属 Lower Hubbard
のみ占有→局在スピン

バンドが狭くなる
ので抵抗上昇

Feも混成した状態密度
の大きいパウリ常磁性 Feスピンを周囲のAuが

取り囲んで打ち消している

tsd～Δ→反強磁性

狭いdバンドの状態密度：

ストーナーモデルの局在条件　UD(E)>1

E0+U

E0

E0=－U/2：ｄレベルがEFの下U/2→最も局在し易い ~KBTk



E0～－U/2E0～0

E0～－U
対数発散の計算はすごくたいへん 抵抗極小

Cu：TK～1000 K＞rt　常温でもスピン消失→非磁性金属
有機でもCu(DMDCNQI)2のCu4/3+は混成して非磁性
(混合原子価)

Mn：TK～0.01 K　→磁性金属
-(BETS)2FeBr4も最後まで局在
(組成からしてS=5/2のスピンを消せないが)

乱れた系における局在　    Variable Range Hopping

)/2exp( TkWR B 

伝導体σ～1/L → 局在　σ ～exp(－r)　 

R： ドーパント間距離
W： トナーレベル深さ 

局在
移動度端

遍歴 dEEDR )()3/4( 3
ホッピング先の状態数 ← 半径Rの球の体積

)(4/3 3 EDRW 

))(4/32exp( 3 TkEDRR B 

TkEDR B)(4/92 4 

σを最大にするR　→ Rで微分

局在極限R < RDで第一項－2αRが重要

→Rについて解いて入れる

)/exp( 4/1Ta 3次元

)/exp( 3/1Ta
)/exp( 2/1Ta

2次元

1次元

N. F. Mott, Phil. Mag., 19, 835 (1969).

Anderson局在

普通のコンダクタンス
2 dLG  LRS /→ 3次元　　　　　　　　Ωcm

2次元　　～L0 　　シート抵抗

Lをν倍したとき
)),((

)(
)(  LGf

LG
LG

 G(νL)はG(L)とνのみで決まる
　　　　　　　(スケーリング仮説)
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対数微分をlnνで割り、ν→1の極限

G大(金属的) → β(G)＝d－2  　　GのL冪

G小(局在) →　　　　　　　　　　→ 
 /

0
LeGG   /)/log()( 0 LGGG 

1次元　β(G) < -1 局在

2次元　β(G) < 0 弱く局在

3次元　β(G) = 0 を横切る
　Anderson転移

Percolation　Theory

黒玉　伝導性
白玉　絶縁性

黒玉クラスターがつながれば伝導性

黒玉割合(浸透しきい値) 配位数

3次元　 単純立方格子　 0.311 6
体心立方格子 0.246 8
面心立方格子 0.198 12

2次元 正方格子 0.593 4
三角格子 0.500 3

1次元 　　　　～1.0
1個でも白玉があれば局在

配位数が大きいほどしきい値小


