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4. 1��������

• 1������������	���
• 1������������	���

• �����

• �����


�

f x, dy
dx
, d

2 y
dx 2

!

"
#

$

%
&= 0

f y, dy
dx
, d

2 y
dx 2

!

"
#

$

%
&= 0
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4.1 1���
����'+
• ���	y'!*1���	y’)$�%1��
��'(#%�.�����

y’ + p(x)y = q(x) (4.1)

/�1������'���
– p(x), q(x)+�.��&��&�!*��&*�
/� .�

–�(4.1)&���)q(x) = 0&�.�*-�(��
�/1���
����(,"+1��������)'
���

y’ + p(x)y = 0 (4.2)
3



4.1 ���

• 4
���1�����	����"���

• �(4.1)�����q(x) ≠ 0��!�	�"1
������	�( ��1������	�)�

��������5
����
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4.2 1����������

� $��!��'x����$�

dy
dx

= −p x( ) y	���(4.2)"

� #��%"�������$�y ≠ 0����
'y��$� 1

y
dy
dx

= −p x( )

1
y∫ dy = − p x( )dx∫ +C0 log y = − p x( )∫ dx +C0� &�

� $����C0"�
����$�
5



4.2 !"�

&��C = � exp C0 %�� �

�*	����.%

y = exp − p x( )dx +C0∫{ }= expC0 exp − p x( )dx∫{ }

y =C exp − p x( )dx∫{ }
��,-�����
(4.2)(���)

%&.���$C)���$�.�1�����

&($�1!(���C/�+�

y =C exp − p x( )dx∫{ } (4.3)

���y = 0)
(4.3)'��#C = 0%� %�(����
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��4.1 (4.4) $���

(�)

dy
dx
+ xy = 0
dy
dx

= −xy	(4.4)�! ��"�y ≠ 0�����

y��"�
1
y
dy
dx

= −x

1
y
d y∫ = − xdx∫ +C0

��"�����$x��

�"�

� ���
�"�

��#� ��"�C0�����
��"�

log y = − 1
2
x2 +C0

y = exp −
1
2
x2 +C0

"

#
$

%

&
'= expC0 exp −

1
2
x2

"

#
$

%

&
'
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��4.1 � �

����C = � exp C0 #����

y =C exp −
1
2
x2

"

#
$

%

&
'�$+�

��()�	����(4.4)&���'

#$*�����C'�
��"�*�

y =C exp −
1
2
x2

"

#
$

%

&
'

���y = 0'�(4.5)%��!C = 0#��#�
&��"�*�
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��4.2 y’ – Py = 0 (4.6) $���

(�)
�����
 ����#�"����!

�(4.6)!�	����(4.2)���� p(x) = P

y =C exp − −P( )dx∫{ }=C exp Pdx∫( ) =C exp Px( )

��#�

����P!�
��#�
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4.3 ���������!
��
f x, y, dy

dx
, d

2 y
dx 2

!

"
#

$

%
&= 02����	�

�����y���"������ f x, dy
dx
, d

2 y
dx 2

!

"
#

$

%
&= 0

�� ����, ��!���
dy
dx

= u d2 y
dx2

=
du
dx

f x,u, du
dx

!

"
#

$

%
&= 0

1����	�

����#���� "!
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d2 y
dx2

=
du
dx

=
du
dy
dy
dx

=
du
dy
u

4.3 ���

f x, y, dy
dx
, d

2 y
dx 2

!

"
#

$

%
&= 0���2���
�

�����x��"%����# f y, dy
dx
, d

2 y
dx 2

!

"
#

$

%
&= 0

!� ����,
dy
dx

= u

f y,u, du
dy

!

"
#

$

%
&= 0��$ �� ��$�

�%!y&	�����$1���
���
��$�
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�� 4.3�4.4

• ��y, x$����2���	
���"�

d2 y
dx2

−
dy
dx

= 0 $���

– y���#�������"��(��4.3)

• ����	
�$�

– x���#�������"��(��4.4)

• �2�!���� "�
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��4.3

du
dx

−u = 0

��*��� u =C1 exp x =
dy
dx

!

"
#

$

%
&

d2 y
dx2

−
dy
dx

= 0 2� �

y��-1&�)�!(*��#�(�)

(� �

dy
dx

= u
d2 y
dx2

=
du
dx

'�0+'���,

�%
du
dx

= u ()0�	���)+'

2�0�C1,��


�'�0�"/*��2x'��$0(

()0�!!*�C2.��
�'�0�

y =C1 exp x +C2 (4.7)

13



�4.4

du
dy
u−u = u du

dy
−1

"

#
$

%

&
'= 0

d2 y
dx2

−
dy
dx

= 0 "���

x���!��������
��(�)

����

dy
dx

= u
d2 y
dx2

=
du
dx

=
du
dy
dy
dx

=
du
dy
u �� ������

�� �

u = 0 =
dy
dx

!

"
#

$

%
&��� �	�y = C�� �C������

� �
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��4.4

1
y +C10

dy
dx

=1

���

���  ���
du
dy

−1= 0

u = y +C10 =
dy
dx

!

"
#

$

%
& ��%�C10!�	����%�

u'��
��

1
y +C10

d y∫ = dx∫

du
dy

=1 "$

� ��'x���%�

��&� log y +C10 = x +C200

C200!�	����%��#���'��%�

y +C10 = exp x +C200( ) = expC200 exp x
15



�4.4 �%!���

y +C10 =C20 exp x� '�

∴ y =C20 exp x −C10
(4.9)

��"���#C20 = � exp C200�����

�	�y = C#��(4.9)!���C20 = 0�������
&�

$����(4.8)"�
�#
y = C20 exp x – C10

��&�
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�� 4.3�4.4!��%��

• ��4.3���4.4#��	�����%"
���"���#����� %�

• �&�&C20�– C10!��
�%�

• ��4.3"���(4.7)"C1�C2'�

• ��4.4"���(4.9)��$&%�
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5. 1���������

• 1���������.��#��+$1

• 	����-011���������.
�$�#��+$1

• ������.���/ 
'1��
���.���,������.���
.�+"1&,#��+$1

• 1������.�#()�*)%��'
1��#��+$1!

��
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5.1 1	��
�������

• 1	�����

y’ + p(x)y = q(x) (5.1)

�����q(x) ≠ 0�������1	

�������(���1	
������

�)���

– q(x) �
������
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5.2 	����<AC$0�

• 3=$�>)� 9�,1'"�(����
529;1)��+��!�D�68+C*

• (����=�#$D)
�4C����
=$ yh :)��&� c =�:-+8$1��
D	����:+,*

‒ ����/F%$:;C	��2'"����
�

‒ 2'"�����917=��$.B@,E7=
��$D�?C��

‒ 2'"�(����

Variation of constants, by Lagrange
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�����

• 1�������
y’ + p(x)y = 0 (5.2)

-���.�4.2�*�1'3 ,

yh = exp − p x( )dx∫{ }*�!465��(5.3),"�)�
+"%++2,��	��C07 x -���� c +�
$
!,

y = cyh (5.4)
+&)1��������(5.1)7�%�yh.���
3()���� c #�06/3��

y =C0 exp − p x( )dx∫{ } (5.3)
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����� &' 

• 2&-�� c *yh �x-��)�0!*,��#0*�
y-1����.

y’ = c’ yh + c yh’ (5.5)
*+0�	(5.4)*	(5.5)2�	(5.1),��"(�
#0*

(c’ yh + c yh’) + p(x) c yh = q(x), #+1$
c’ yh + c{yh’ + p(x) yh} = q(x)
!!)�yh.1��
����	(5.2)-�)�

0-)����2�-{  }�.34*+0�/%(
c’ yh = q(x)

22



	���� �)%� �

• ��&
�)c+	�*�#���#$*���

!c =
q x( )
yh

=
q x( )

exp − p x( )dx∫{ }
= q x( )exp p x( )dx∫{ }

c = q x( )exp p x( )dx∫{ }"
#

$
%dx∫ +C

y = cyh = q x( )exp p x( )dx∫{ }!
"

#
$dx∫ +C{ }exp − p x( )dx∫{ }

= exp − p x( )dx∫{ } q x( )exp p x( )dx∫{ }#
$

%
&dx∫

+C exp − p x( )dx∫{ } (5.6)

• ���*#

– C'��	�"�*�(�!����'
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��
�� &3/)*$

• �(5.1)11������, 40,�'0���
(5.6)11)0����C5	2�

• �(5.6)0
1���.��,����,1.!
#3��0����5�(/)%4��1.!�

– -!"#�)%+1!%.!�
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���
�����(�(��

• ��$��
���(5.1)(���(5.6)(���2�
C exp − p x( )dx∫{ }

exp − p x( )dx∫{ } q x( )exp p x( )dx∫{ }#
$

%
&dx∫

)��	 +
���(5.2)(����
• �1�

)��
���(���$�+

• ��'����
���(���)��	
 +��
���(���'�*%(�

���(���.&-$*��/,��!*
(%&"#�+�
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��-�4"…
��.���

8�.���

7 ��.���

• &53!���.��	����-'�
(/�
– 0%/�.���62*1�
– &.�*��������4�/�����,+)�
�.���.1'6�$�

– *� 
�)���6�14#**,4�
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�����$�$��!�	�

• �(5.6)#�����&�x = X $y$�(

��&!�C$���	#�%&�

• �"'�������(5.1)$�����
��������&�
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�"5.1 y’ + xy = x :�($

(�) 6,#���!:��+5(#�:�9,�($
��+7����4 y’ + xy = 0,  )84(4.4)$

y =C0 exp −
1
2
x2

!

"
#

$

%
&.�./-3���4(4.5),

)8:	"�3 ����2��+71

-)0# 1*/��
�C0:yh = exp −
1
2
x2

"

#
$

%

&
'

����c1�'�%# 1&($y = cyh = cexp −
1
2
x2

"

#
$

%

&
'
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��5.1 ���

!y + xy = !c exp −
1
2
x2

!

"
#

$

%
&− xcexp −

1
2
x2

!

"
#

$

%
&

'
(
)

*
+
,
+ x cexp −

1
2
x2

!

"
#

$

%
&

'
(
)

*
+
,
= x

��������	�����

� "$!#��������
������

c yh! + xyh( ) = c −xexp −
1
2
x2

#

$
%

&

'
(+ xexp −

1
2
x2

#

$
%

&

'
(

)
*
+

,
-
.
= 0

!c exp −
1
2
x2

#

$
%

&

'
(= x

!c = xexp 1
2
x2

"

#
$

%

&
'
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�
5.1 ������

c = xexp 1
2
x2

!

"
#

$

%
&dx∫ +C = exp 1

2
x2

!

"
#

$

%
&+C

∴ y = exp 1
2
x2

"

#
$

%

&
'+C

(
)
*

+
,
-
exp −

1
2
x2

"

#
$

%

&
'=1+C exp −

1
2
x2

"

#
$

%

&
'

����	��� ��

�����(5.6)!����������p(x) = x, q(x) 
= x ���� ����
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��5.1 �����

y = exp −x( )dx∫{ }⋅ xexp xdx∫( ){ }dx∫ +C exp −x( )dx∫{ }

= exp −
1
2
x2

"

#
$

%

&
' xexp 1

2
x2

"

#
$

%

&
'

(
)
*

+
,
-
dx∫ +C exp −

1
2
x2

"

#
$

%

&
'

= exp −
1
2
x2

"

#
$

%

&
'exp

1
2
x2

"

#
$

%

&
'+C exp −

1
2
x2

"

#
$

%

&
'

=1+C exp −
1
2
x2

"

#
$

%

&
'

�������
����	
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�#5.1 7� 

• /,/5-<$&"�����G�����
F"�����'7	���;$

• �(5.6)546$�6.1?=��85)%
– :23ACEB5��$�6��DA7�5)�
�-(>9$07�-�)%

• �+9$&�7��7�'@!6�*%
–(=�7���
�

(yz)’ = y’z + yz’,
Integrating factor

32

d
d" ($%) =

d$
d" % + $

d%
d"�

�



��?��5.137"�-3��=���	�>

• y’ + xy = x
• ��32��(.��3��3��%�
#98"2�(+! *'/���2s(x)<
$&.�

• s(x)y’ + s(x)xy = s(x) x 0(.�
0198"2s(x)<�69 

–�3�<)9,&13/�s(x)4���%�-
;$:5*:/�! 

–����13/
� 

ds x( )
dx

= s x( ) x
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��5.1%'���%�%��
• "#)%!���,x!���)"

• �*�( ����%��"�)

• ��!��%
%��$�%s,��)"

– �*!	�,��!� �
– �%��,x!���)"

– �#+����&

1
s
ds
dx

= x
log s = 1

2
x2 +C0

s = exp 1
2
x2

!

"
#

$

%
&

exp 1
2
x2

!

"
#

$

%
& 'y + xexp 1

2
x2

!

"
#

$

%
& y = xexp

1
2
x2

!

"
#

$

%
&

d
dx

exp 1
2
x2

!

"
#

$

%
& y

'
(
)

*
+
,
= xexp 1

2
x2

!

"
#

$

%
&

exp 1
2
x2

!

"
#

$

%
& y = xexp 1

2
x2

!

"
#

$

%
&dx∫ = exp 1

2
x2

!

"
#

$

%
&+C

y =1+C exp −
1
2
x2

"

#
$

%

&
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�
5.2 y’ – Ay = x �	������A�
�����

(	) �(5.6)�����p(x) = – A, q(x) = x������
�������	�

y = exp Adx∫( ) xexp − Adx∫( ){ }dx∫ +C exp Adx∫( )
= exp Ax( ) xexp −Ax( ){ }dx∫ +C exp Ax( )
= exp Ax( ) −

x
A
exp −Ax( )+ 1

A
exp −Ax( )dx∫

"
#
$

%
&
'
+C exp Ax( )

= exp Ax( ) −
x
A
exp −Ax( )− 1A2 exp −Ax( )

!
"
#

$
%
&
+C exp Ax( )

= −
x
A
−
1
A2

+C exp Ax( )
35



��5.2�� y’ – Ay = x 4���#$!�A-
	�(�0�

(�) ����4�&'/0���+exp(– Ax)4��
1.�� )-����(�2��"*3%�

exp −Ax( ) !y − Aexp −Ax( ) y = exp −Ax( ) x

�4��"0) d

dx
exp −Ax( ) y{ }= exp −Ax( ) x

 ,��4x(��"0)
exp −Ax( ) y = exp −Ax( ) xdx∫ = −

1
A

#

$
%

&

'
(exp −Ax( ) x + 1A exp −Ax( )dx∫

= −
1
A
exp −Ax( ) x − 1

A2
exp −Ax( )+C

∴ y = − x
A
−
1
A2

+C exp Ax( )
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�
5.3 y’ – Ay = exp(Bx)      �	������A, 
B�������A ≠ B���

(	) �(5.6)�����p(x) = – A, q(x) = exp(Bx) ���
��� �������	�

y = exp Adx∫( ) exp Bx( )exp − Adx∫( ){ }dx∫ +C exp Adx∫( )
= exp Ax( ) exp Bx( )exp −Ax( ){ }dx∫ +C exp Ax( )
= exp Ax( ) exp B− A( ) x{ }"

#
$
%dx∫ +C exp Ax( )

= exp Ax( ) 1
B− A

exp B− A( ) x{ }
"

#
$

%

&
'+C exp Ax( )

=
1

B− A
exp Bx( )+C exp Ax( )
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��5.4 y’ – Ay = exp(Ax)      0���

(�)��5.3*��&A = B+��'�.��(5.6)*��
&p(x) = – A, q(x) = exp(Ax) '�.� -%&���,

y = exp Adx∫( ) exp Ax( )exp − Adx∫( ){ }dx∫ +C exp Adx∫( )
= exp Ax( ) exp Ax( )exp −Ax( ){ }dx∫ +C exp Ax( )
= exp Ax( ) dx∫ +C exp Ax( )
= xexp Ax( )+C exp Ax( )
�+����1����*��".��#+��
�, ',)��x exp(Ax)+-�*�1

B− A
exp Bx( )


���*x0��$�*)%&�. (*�	!/
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��5.4��

• �133,2B→ A,��(7 ����9���
	'+ -'+��9�$�"7-

• &&,B→ A-(7- 2�

• 
�1��056

1
B− A

exp Bx( )+C exp Ax( ) ,�B→ A1�1���
9.!�"7:

C = − 1
B− A

+C0
1

B− A
exp Bx( )− exp Ax( )"
#

$
%+C0 exp Ax( )
lim
B→A

exp Bx( )− exp Ax( )
B− A

lim
B→A

exp Bx( )− exp Ax( )
B− A

=
d
dA

exp Ax( ){ }= xexp Ax( )

)84"����0x9%*5!/���#�8
7. 39



��5.5 xy’ – y = x  ���

(�)

y = exp 1
x
dx∫

"

#
$

%

&
' exp −

1
x
dx∫

"

#
$

%

&
'dx∫ +C exp 1

x
dx∫

"

#
$

%

&
'

= exp log x( ) exp −log x( )dx∫ +C exp log x( )
= x 1

x
dx∫ +Cx = x log x +Cx

���������
 	����

���x����� ����
(5.6)���
��p(x) = –1/x, q(x) = 1�������

!y − 1
x
y =1

dy
dx

=
y
x
+1

������3.1����
�������
40



��5.5�� xy’ – y = x 6��	
�+�# 

(�)

d
dx

1
x
y

!

"
#

$

%
&=
1
x

y
x
=

1
x∫ dx +C = log x +C

y = x log x +Cx

���x2+�3,� ,-3 &-5(
1
x

!y − 1
x2
y = 1
x

�����/��6�)*1�����7��
���,%*1���,-3 �!.��6�024
'" 

$.��6x+��&3,
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14.��	��

• ��	���
�������
• ��	����������������
• ��	������������
• �����
�������

42
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14.1����
"$

• 1�����	 #dx(
�� ��	

(14.1)

(��'�

– 2�x"y$��%�#���
– �&#�p(x, y), q(x, y)$������!�x, y#
��'������"�'�

43

p x, y( )+ q x, y( ) dydx = 0

p x, y( )dx + q x, y( )dy = 0



• �(14.1)$����&�� f(x, y)$�
�
(14.2)

 ��'&���(14.1)(��
�	��
!���

• �$��(14.1)% df = 0 !��&$ ��$
���% f(x, y) = C 
!"&���#C %���� �&�

44

df = ∂f
∂x
dx + ∂f

∂y
dy



14.2��
�	�������

• 
����(14.1)���
�	��"���
(14.1)�(14.2)$���# �

��"�� f����"����

��!�

45

∂f
∂x

= p, ∂f
∂y

= q

∂p
∂y

=
∂
∂y
∂f
∂x

=
∂2 f
∂y∂x

, ∂q
∂x

=
∂
∂x
∂f
∂y

=
∂2 f
∂x∂y



• �*'$�
���"�*%����+�
	"�)$"

��(�!�

• �#�
(14.3)

+���)�
p, q���'* ���
 f 
+&)��+��#���

46

∂p
∂y

=
∂q
∂x

∂p
∂y

=
∂q
∂x

∂f
∂x

= p
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f = pdx∫ + c

q = ∂f
∂y

=
∂
∂y

pdx∫ +
dc
dy

dc
dy

= q− ∂
∂y

pdx∫

f = pdx∫ + q− ∂
∂y

pdx∫
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟d y∫
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pdx∫ + q− ∂
∂y

pdx∫
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟d y∫ =C

∂
∂x
q− ∂

∂y
pdx∫

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟=

∂q
∂x
−
∂p
∂y

= 0

q− ∂
∂y

pdx∫
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟d y∫
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qd y∫
∂
∂y

pdx∫
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�*

(14.6)
+�26#,3+!6�

– �(14.5).��,	�-��(14.6).��.�2
� /y9
1%x(".��

• ��-� /x,y.�+�6 �&
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f = qd y∫ + p− ∂
∂x

qd y∫
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟dx∫

p− ∂
∂x

qd y∫
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟dx∫

pdx∫
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– ��� p(x, y) = f(x) �����p x������
�!��

– ���� �����q y���
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dy
dx

= f x( )g y( )
f x( )dx − 1

g y( )
dy = 0

p x, y( ) = f x( )

∂p
∂y

= 0

q x, y( ) = − 1
g y( )

∂q
∂x

= 0
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∂p
∂y

=
∂q
∂x

= 0( )
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• p = y, q = x – y����� ��
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ydx + (x – y)dy = 0�������
�����������	��

(	) ∂p
∂y

=
∂q
∂x

=1

f = ydx∫ + x − y − ∂
∂y

ydx∫
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟d y∫

= xy + x − y( )− ∂
∂y
xy( )

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
d y∫

= xy + x − y − x( )d y∫
= xy − yd y∫ = xy − 1

2
y2 =C ����
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x − y( )− ∂
∂y
xy( )

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
d y∫ = −

1
2
y2

qd y∫ = x − y( )d y∫ = xy − 1
2
y2
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d pq( ) = pdq+ qdp
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d ...⎡⎣ ⎤⎦= 0

df x, y( ) = 0
f x, y( ) =C
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3x2 +6xy2( )dx + 6x2 y + 4y3( )dy = 0

3x2dx +6xy2dx +6x2 ydy + 4y3dy = 0

d x3( )+d 3x2 y2( )+d y4( ) = 0
d x3 +3x2 y2 + y4( ) = 0
x3 +3x2 y2 + y4 =C
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p x, y( )dx + q x, y( )dy = 0

m x, y( ) p x, y( )dx +m x, y( )q x, y( )dy = 0

∂
∂y
mp( ) = ∂

∂x
mq( )
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p ∂m
∂y

− q∂m
∂x

+m ∂p
∂y

−
∂q
∂x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= 0

∂m
∂y

= 0

−q∂m
∂x

+m ∂p
∂y

−
∂q
∂x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= 0

1
m
∂m
∂x

=
1
q
∂p
∂y

−
∂q
∂x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
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m x( ) = exp 1
q
∂p
∂y

−
∂q
∂x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟dx∫

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

m y( ) = exp −
1
p
∂p
∂y

−
∂q
∂x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟d y∫

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
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1
q
∂q
∂x
−
∂p
∂y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟=ψ x( )
m x, y( ) =m x( ) = exp − ψ x( )dx∫⎡

⎣
⎤
⎦1

p
∂q
∂x
−
∂p
∂y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟=ψ y( )
m x, y( ) =m y( ) = exp ψ y( )d y∫⎡⎣ ⎤

⎦

x2 ∂q
∂x
−
∂p
∂y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1
xp+ yq

=ψ
y
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

m x, y( ) =m y
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= exp ψ

y
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟d

y
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟∫

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
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��14.2 xy dx + (x2 – xy) dy =0 ���
��$	 �������

�$���(�)

∂p
∂y

−
∂q
∂x

= x − 2x + y = −x + y = − q
x

1
q
∂q
∂x
−
∂p
∂y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟= −

1
x

m x( ) = exp −
1
x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟dx∫

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥= exp −log x( ) = 1x
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ydx + x − y( )dy = 0

xy − 1
2
y2 =C
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f x, dy
dx
, d

2 y
dx 2

!

"
#

$

%
&= 0

f y, dy
dx
, d

2 y
dx 2

!

"
#

$

%
&= 0
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