
複素積分と積分路
• 線積分

• 積分公式

• 積分路
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複素積分

2

複素関数f(z)の積分は，
複素平面上の
次式のように表される．

dzzf
C )(

曲線Cに沿った線積分として

曲線Cを積分路という．

積分路には始点と終点がある．
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積分路の媒介変数表示
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積分路としての曲線Cを，

)()()(: tiytxtzC 

実変数 tを用いて媒介変数表示すると

)( bta 
(8.1)

(ただし，z(a)が始点，
z(b)が終点を表すものとする．)
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積分路C

z(a)

z(b)

積分路には始点と終点がある．

始点と終点を逆にした逆向きの
積分路を -C と表す．



積分の計算法
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実数関数の線積分と同じで，積分路を細分化し
て，和を取る．
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• 積分路Cをn分割．

• 分割点：z0, z1,..., zn-1 , zn

・・・
• zm-1と zmの間にαmをおく．

• 関数値f(αm)と，区間距離
Δzm≡zm-zm-1の積の和Snを
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Snは分割の仕方やαmの選び方によって変化するが，

n→∞ として分割数を無限大にすると，区間距離|Δzm|→0 となり，

それにともなってSnが一定値に収束するとき，

積分の値は次のように定義される．
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(8.2)
複素積分の定義式

(注) f(z)が正則関数（微分可能）でなくても，上の極限値が
存在すれば，積分自体は定義可能．
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積分公式
１） kは複素定数 (複素定数倍)dzzfkdzzkf

CC   )()(

２） (和と差)  dzzgdzzfdzzgzf
CCC   )()()()(

３） (積分路を逆にたどると符号±が逆になる)dzzfdzzf
CC  -

- )()(

４） (積分路の分割)dzzfdzzfdzzf
CCCC  

 2121

)()()(

実数関数の線積分で成り立つ式は概ね成り立つ

)()()( 01

1

0

zFzFdzzf
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６）以外は非正則関数でも成り立つ．

５） ただし|f(z)|≦M,また, Lは積分路Cの長さMLdzzf
C

 )(
（定理の証明等でよく使われる）

(8.3)

６） ならば， (定積分))()(' zfzF 

（F(z)をf(z)の不定積分と呼ぶ）
(8.4)



積分公式の導出
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３） (積分路を逆にたどると符号±が逆になる)dzzfdzzf
CC  -

- )()(

(導出)
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)(lim)( 積分の定義式 のΔzmは

1-- mmm zzz であり，添え字mは進行方向に増加させる
ように番号を振っている．したがって，
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一方，積分路Cを，zn, zn-1,..., z1, z0と逆にたどる積分路を

あらためてC'と呼ぶことにすると，C'に沿った積分は



積分公式の導出
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３） (積分路を逆にたどると符号±が逆になる)dzzfdzzf
CC  -

- )()(

つまり，進行方向の反転に伴い，Δzmの符号が反転するだけなので，


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
-
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))((lim  dzzf
C- )(

この逆方向の積分路C'を -C と表記したのが与式．

 ))((...))(())((lim)( 1011211
'

zzfzzfzzfdzzf nnnnnn
nC

--- ----
 

      )()(...)()()()(lim 0112111 zzfzzfzzf nnnnnn
n

------ ----




注目



積分公式の導出
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(導出)

積分路Cを途中の点で分割し,

C=C1+C2 と表記する．

４） (積分路の分割)dzzfdzzfdzzf
CCCC  

 2121

)()()(
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積分の定義式でC1とC2を別々に求め，

それらの結果の和をとって,

Σを１つにまとめて表記したのが与式．

(分割点はC1の終点であり，かつ，
C2の始点になるように定める．）

分割点



積分公式の導出
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(導出)

５） ただし|f(z)|≦M,また, Lは積分路Cの長さMLdzzf
C

 )(
（定理の証明等でよく使われる）

(8.3)

|f(z)| が有限で，|f(z)|≦MとなるMが存在する場合を考える．

また，積分路Cの長さを Lとする． 積分の定義式(8.2)の絶対値をとると


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

n

m

mm
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1

)(lim  ← 一般化された三角不等式 (1.6)より

←両辺の絶対値をとった





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LM 
複素平面上での曲線の長さの定義

|f(z)|≦M 積分路上に f(z)→∞に発散する点が無く,

有界であることを表している．



曲線の長さL
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1-- mmm zzz とおくと，
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Δzm

ここであらためてzを媒介変数表示すると

すると

)()()( tyitxtz 

これをtの変化分Δtで表現すると ， よりt
t
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)()(
)(

)()()( tiytxtz  ただしtの増加方向を
積分路の進行方向に
あわせるものとする．
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微小区間の
長さの総和

曲線の長さLは



12






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以上から，曲線の長さLを変数 tで表すと
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
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
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積分路の進行方向とtの増加方向を合致させたことから
Δtm>0は常に保証されているので，Δtmは絶対値の外に出せて
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lim

n→∞ のときΔtm→0より，積分の定義式から,積分路Cの始点t0,終点tnとすると，

始点,終点を対応するzであえて書き直すと,(式としてはあまり正確な書き方ではないが)

dtyx
nz

z 
0

22 ''

積分路を表現するx(t),y(t)が与えられれば，積分路の長さLを計算できる．

dt
t
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xnt
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
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

0

22

ただしz'はzのtに関する微分であるdtz
nt

t 0

'

ただし，
)( mm tzz 

などとした．
1-- mmm ttt

dtyx
nn iyx

iyx





00

22 '' ただしx',y'はtに関する微分



不定積分と積分値
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６） ならば，)()(' zfzF  )()()( 01

1

0

zFzFdzzf
z

z
-

領域D内で正則な関数f (z)に対して

D内で正則な関数 F(z)が存在し，

F '(z) = f (z)が成り立つとき

F(z)を f (z)の不定積分 という．

また，始点z0から終点z1までの積分値は

途中の経路によらず，終点F(z1)と始点F(z0) の

差で与えられる．
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z0

zn



14

例題８．１ 不定積分により複素積分

(解)

(1) (2) を求めよ．dzz
i




0
cos dz

z

i

i-
1

(1)   ii

zdzz


0
0

sincos  isin sinh i
2

 --


ee
i

不定積分

(2)

  )Log()Log(Log
1

iizdz
z

i

i

i

i
--

-
-

また，例題5.5(3)より，Log i = πi/2などを用いると，

微分公式(11)より，(log z)'=1/zであったから, 1/zの不定積分はLog z (主値を取った)

定義sin z = (eiz-e-iz)/2i

)
2

(
2

ii 
-- i

ただし，Log zが正則ではないz=0と，負の実軸上は除く．(-π< Arg z≦π と定めた場合)

Log zはそもそも偏角Arg zの定義域の境界,たとえばこの場合-π(負の実軸上)では不連続にならざるをえない．第2象限か
ら第3象限へまたぐと虚部の値(=Arg z)がπ→－πと飛んでしまう．従って，偏角の定義域の境界線上では複素関数として
値は定義されるが正則ではない→微分は定義されない→不定積分も定義されない



積分路の取り方と
積分計算の実際
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積分しようとする関数が正則で，不定積分がわかっ
ているのであれば，

積分路に沿って実際に積分計算を実行する必要はない．

一方，必ずしも正則でない関数の場合，あるいは，正則
でない部分を含む関数の積分の値は，具体的な積分路
を設定して，注意深く線積分を計算する必要がある．

積分の値は，積分経路によらず，不定積分の始点と終
点の値だけで決まってしまうので，(←あとで証明する)



積分路の取り方と
積分計算の実際
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複素平面は２次元だが，線積分は積分路という一本
道を進みながら実部と虚部について値を加算してい
くので，

この基本原理を明らかにし，実際の積分計算を行っ
てみよう．

本質的に1次元で記述できるはずである．

このことから，複素積分を実行する方法として，１変数
の媒介変数表示を用いた方法がよく用いられる．



媒介変数表示による
積分路の表現
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積分の定義式 (8.2)





n

m

mm
n

n
nC

zfSdzzf
1

)(limlim)( 

f(z)を実部と虚部に分けて考える． ),(),()( yxivyxuzf 

mmm yixz  と書くことにすると，Snは





n

m

mmn zfS
1

)( 



n

m
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1
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
















- 



n

m

m

n

m

m

n

m

m

n

m

m xvyuiyvxu
1111

実部と虚部に整理しなおすと

また，
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n→∞ とすると，|Δzm|→0のときに |Δxm|→0 , |Δym|→0 となるから


 n

nC
Sdzzf lim)(    dxvdyuidyvdxu

CCCC  -

積分路Cを，媒介変数 tを使って次のように表す．

)()()()(: btatiytxtzC 

右辺の実積分を tを使って書き直す．すなわち，

dt
dt

dy
dydt

dt

dx
dx  , これらの関係式を使って


















-  dt

dt

dx
vdt

dt

dy
uidt

dt

dy
vdt

dt

dx
udzzf

b

a

b

a

b

a

b

aC
)(

積分の定義によって

  dt
dt

dy
i

dt

dx
ivu

b

a 







   dt

dt

dz
tzf

b

a )(



媒介変数表示による
積分
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  dt
dt

dz
tzfdzzf

b

aC   )()(

1. 積分路を複素平面上の図で確認し，必要なら分割する
2. 積分路Cを, z(t)=x(t)+iy(t)のように媒介変数 tを使って式で表す
3. 関数f(z)内のzにz(t)を代入して,tの関数としてf{z(t)}を表す
4. dz(t)/dtを求める
5. を計算する．  dt

dt

dz
tzfdzzf

b

aC   )()(

(手順) この項を忘れない



例） f(z)=z2を積分路C1で積分せよ
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y

x0
1

z = 1+i

C1

1

(解) 1)積分路C1は１本の線分であり
分割の必要はない

2) (x,y)平面におけるC1の式 y=x (0≦x≦1)

を参考にして，例えば，媒介変数表示
x(t)=t, y(t)=t とすれば
C1: z(t) = x(t) + i y(t) = (1+i)t (0≦t≦1)

3) f(z)=z2を tで表す．すなわち,

    2222
2)121()1()( ittititz -

4)   )1()1(
)(

iti
dt

d

dt

tdz


5)  dzz
C

2

1

0

3

3
)1(2 








-

t
i

3

1
)1(2 - i

)1(
3

2
- i

dtiit 
1

0

2 )1(2 dttii 
1

0

2)1(2



例） f(z)=z2を積分路C2で積分せよ
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y

x0
1

z = 1+i

C2

1

(解) 1) 積分路C2を２本の線分に分割する.

すなわち， C2 = C2-1 + C2-2

2) x(t)=t, y(t)=0 とおくと C2-1: z(t) = t (0≦t≦1)

3) f(z)=z2を tで表す．すなわち,   22
)( ttz 

4) 1
)(

 t
dt

d

dt

tdz

積分路C2-1の積分計算

5) 
-

dzz
C 12

2

3

1

3

1

0

3
1

0

2 









t
dtt

積分路C2-2の積分計算

6) x(t)=1, y(t)=t とおくと C2-2: z(t) = 1+ it (0≦t≦1)

7) f(z)=z2を tで表す．すなわち, 

itt

ittz

21

)1()(

2

22

-



8) iit
dt

d

dt

tdz
 )1(

)(

9) 
-

dzz
C 22

2 1
3

2
)

3

1
1(

3
)21(

1

0

2
3

1

0

2 --







-- iiiit

t
tidtiitt

C2-1

C2-2



例） f(z)=z2を積分路C2で積分せよ
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y

x0
1

z = 1+i

C2

1

(解)

f(z)は正則なので，経路によらず積分の結果は
同じ値になる．

z2の不定積分z3/3を使って計算しても同じ．

２つの積分値を加え合わせると
求める積分の値になる．すなわち，

)1(
3

2
1

3

2

3

1

22122

222

--

 
--

i
i

dzzdzzdzz
CCC

10)
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例題８．２
積分路を単位円|z|=1として，1/zを反時計
回りに１周積分せよ

(解)

x

y

1

１） 積分路の表式は１つの式で表せるから
分割の必要はない．

２） )20()(:  tetzC it

これで単位円上を1周できる.

３） itie
dt

dz
４）

itez
zf

11
)( 

５）  dz
zC

1


2

0
dti i2

始点，終点をz=1に設定した

始点と終点が一致している場合，f(z)が正則なら必ず積分値は０になるはず．
そうなっていないのは，この場合，1/zの不定積分Log zが実軸上で正則ではないから．

 dt
dt

dz

zC

1

積分路を複素平面上に図示すると右図.

dtie
e

it

it
2

0

1
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中心z0,半径rの円上で，整数べき関数
f(z)=(z-z0)

mを反時計回りに１周積分した値
⇒重要な応用があるので整理しておく

(解)

x

y
１） 積分路の表式は１つの式で表せるから
分割の必要はない．

２） )20()(: 0  treztzC it

これでz0を中心に半径rの円上を1周できる.

itire
dt

dz
４）３）  mzzzf 0)( -

５）   - dzzz
C

m

0 dtireer itimtm


2

0

始点，終点を z=z0+rに設定した

0

z0

r
C

 mitre
imtmer

dteir tmim




2

0

)1(1

この積分の値は整数mの値によって場合分けが必要．

m+1=0の場合
とそうでない場合

積分路を複素平面上に図示すると右図.



整数べき関数の円上周回積分
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１） m= -1の場合

  dz
zz

dzzz
CC

m

 -
-

0

0

1
dteir ti


--

2

0

)11(11 dti
2

0
1   2

0ti

i2

２） m≠ -1の場合

  - dzzz
C

m

0 dteir tmim




2

0

)1(1

2

0

)1(
1

)1(















mi

e
ir

tmi
m

)11(
1

1

-





m

rm

0

ここで e2π(m+1)i =e0=1 を用いた．

なお，周期2πの関数の１周積分は必ず０である．

  dteirdzzz tmim

C

m


-

2

0

)1(1

0

前ページ最後の結果：

(前ページ最後の式)

(べき関数の積分)

結果をまとめると，
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中心z0,半径rの円上で，整数べき関数
f(z)=(z-z0)

mを反時計回りに１周積分した値

mが整数のとき,

 




-

-
- )1(0

)1(2
0

m

mi
dzzz

C

m 
(8.6)

x

y

0

z0

r
C

複素積分の基礎になる重要な結果！



まとめ：本日の確認事項
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• 複素積分の定義を説明できる

• 正則関数の複素積分を計算できる

• 積分路の媒介変数表示ができる

• 媒介変数を使って積分できる

• 整数べき級数の単位円上の積分結果が書ける


