
定義 3.6.2 (NDR(再掲)) 位相空間対 (X,A)において, Aが閉集合かつAのある開近傍 U の (strong) deformation

retract, 即ち, 開近傍 U と変位ホモトピー h : U×I → U, h : r ≃ 1U rel A (r : U → A, r|A = 1A) が存在すると

き, A は X の neighbourhood deformation retract (NDR) (近傍変位レトラクト) といい, (X,A) を NDR

対 (NDR pair), (U, h) を (X,A) の NDR表現という. このとき特に i : A ↪→ V はホモトピー同値.

例 3.6.1 (NDR) n次元球体と n−1次元球面の対 (Bn, Sn−1) は NDR対である. 実際, Bn
1−ε (0 < ε ≦ 1) を半径

1−ε の球体として, N = Nε := (Bn−Bn
ε ), h(x, t) := (1− t)x/∥x∥+ tx とすればよい. (Sn−1 上 h(x, t) = x.)

(注) ホモトピー論においては NDR pair には (Bn, Sn−1) がみたす様なもっと強い条件を付ける.

命題 3.6.7 (再掲) A,B が X の閉集合で X = A∪B とするとき, A∩B が A の NDR ならば B は X の NDRで

あり, {A,B} は切除対である.

証明 (U, h)を (A,A∩B)のNDR表現とすると, V := U∪B は B の開近傍. (実際, X−V = A∪B−U∪B = A−U

は閉集合 A の中の閉集合よりX の閉集合. ∴ V は開集合.) deformation homotopy h′ : V×I → V を

h′(x, t) :=
{

h(x, t) (x ∈ U)
x (x ∈ B) r′(x) = h′(x, 0) =

{
r(x) (x ∈ U)
x (x ∈ B)

とすれば, U∩B = A∩B 上で h(x, t) = x より well-defined, 連続. このとき A, V は Å∪V̊ ⊃ (X−B)∪V ⊃ X よ

り切除対で, B ≃ V (rel B) より次の chain 同値 (chain complex の DR)の列を得るので A,B は切除対:

C∗(A)+C∗(B)
≃
↪→ C∗(A)+C∗(V )

≃
↪→ C∗(X) = C∗(A∪B)

(C∗(A)+C∗(V ) 上の retraction r♯ と deformation homotopy h̄ は各特異単体に対して構成されるので, σ ∈ Sn(A)

では rn(σ) = σ, h̄n(σ) = 0 とし, σ ∈ Sn(V )− Sn(A) では r ≃
h
1V から得られるものとする. □

系 3.6.8 このとき e∗ : Hn(A,A∩B) ∼= Hn(X,B), e∗ : Hn(B,A∩B) ∼= Hn(X,A).

注意 3.6.1 境界のある可微分多様体 M の境界 ∂M には ∂M×[0, 1) と微分同相となる近傍が存在する (collar

neighbourhood (襟状近傍)). 従って (M,∂M) は NDR 対である. 可微分多様体 N が境界を共有する 2つの多様

体M1,M2 (∂M1 = ∂M2) に分けられているときM1,M2 は切除対になる. (N = M1∪M2).

また, このことは, M (N) の単体分割で, ∂M(∂M1) を部分複体とするものが存在することからも分る.

3.8 加法性公理

定義 3.8.1 (chain complex の直和) chain complexの系{Cλ = {Cλ
n , ∂

λ
n}}λ∈Λの直和 C = (Cn, ∂n) =

⊕
λ∈Λ Cλ

とは各 n について Cn, ∂n が直和 Cn =
⊕

λ∈Λ Cλ
n , ∂n =

⊕
λ∈Λ ∂λ

n (c∈Cλ
n ⇒ ∂n(c)∈Cλ

n−1) とする. 直積も同様∏
λ∈Λ Cλ = (

∏
λ∈Λ Cλ

n ,
∏

λ∈Λ ∂λ
n). このとき, Zn =

⊕
λ∈Λ Zλ

n , Bn =
⊕

λ∈Λ Bλ
n で, 同型

Hn(C) ∼=
⊕

λ∈Λ Hn(C
λ)

が射影 pλZn → Zλ
n → Hn(C

λ) と, 0 → Bn → Zn →
⊕

λ∈Λ Hn(C
λ) → 0 (完全) により得られる. 同様に,

Hn(
∏

λ∈Λ Cλ) ∼=
∏

λ∈Λ Hn(C
λ)

定理 3.8.1 (加法性定理) 位相空間 X の弧状連結成分の集合が {Xλ}λ∈Λ のとき特異ホモロジー群 Hn に対し,⊕
λ∈Λ

iλ∗ :
⊕
λ∈Λ

Hn(Xλ) ∼= Hn(X) (n ∈ Z, iλ : Xλ ↪→ X)

証明 ∆n は弧状連結なので特異単体 σ の像 σ(∆n) は一つの Xλ に含まれる (σ(∆n) ⊂ ∃Xλ). 又 ∂iσ(∆n−1) =

σ(∂i∆n) ⊂ Xλ より ∂σ ∈ Cn−1(Xλ). 従って C∗(X) =
⊕

λ∈Λ C∗(Xλ) および定理が成り立つ.

特異コホモロジー論においては C∗(X:R) ∼=
∏

λ∈Λ C∗(Xλ:R),
∏

λ∈Λ i∗λ : Hn(X:R) ∼=
∏

λ∈Λ Hn(Xλ:R).

注意 3.8.1 X = X1

⨿
X2(非交和空間) のときは公理 A1-A7から出る (X1, X2 は開かつ閉で切除対)：

Xk
ik
↪→ X

ik
↪→ (X,Xk) (k=1, 2), e : X2=(X2, ∅) ↪→ (X,X1) の導く切除同型 e∗ : Hn(X2) ∼= Hn(X,X1) により



· · · ∂∗ // Hn(X1)
i1∗ // Hn(X)

j∗ // Hn(X,X1)
∂∗ // Hn−1(X1)

Hn(X2, ∅)

∼= e∗

OO
i2∗

ffLLLLLLLLLL

この可換図式は分裂する短完全列 0 → Hn(X1)
i1∗ //Hn(X)

e∗j∗ //Hn(X2) → 0
i2∗

ll (n ∈ Z) に置き換えられ

i1∗+i2∗ : Hn(X1)⊕Hn(X2) ∼= Hn(X) (n ∈ Z)

3.9 被約ホモロジー群 (reduced homology group)

一点空間 P を固定し (例えば P := {∅}), ε = εX : X → P とする. また, H0(P) と係数群 R と同一視しておく (次

元公理). 以下 X,A ̸= ∅ とする.

H̃n(X) := Ker [ε∗ : Hn(X) → Hn(P)] (H̃n(P) = 0 (∀n))
を位相空間 X の reduced homology group (被約ホモロジー群) という. Hn(P)=0 (n ̸=0),H0(P)=R より

H̃n(X) = Hn(X) (n ̸= 0) (H0(X) ∼= H̃0(X)⊕R が後で分る).

一般に加群の可換図式 Ker f

i|
��

� � // A
f //

i

��

B

j

��
Ker g � � // C

g // D

においては i(Ker f) ⊂ Ker g より i の制限写像 i| : Ker f → Ker g が誘導される (i| も i と書く).

Hn(P,P) = 0 (∀n) と ε : (X,A) → (P,P) から誘導される次のホモロジー長完全列の可換図式より

· · · // H1(X,A)
∂∗ // H̃0(A)� _

��

i∗ // H̃0(X)� _

��

j∗ // H0(X,A) // 0

· · · // H1(X,A)

ε∗

��

∂∗ // H0(A)

ε∗

��

i∗ // H0(X)

ε∗

��

j∗ // H0(X,A)

ε∗

��

// 0

H1(P,P) = 0 // H0(P) H0(P) // 0

次の被約ホモロジー群の完全系列を得る:

· · · ∂∗→ H̃n(A)
i∗→ H̃n(X)

j∗→ Hn(X,A)
∂∗→ H̃n−1(A) → · · · → H1(X,A)

∂∗→ H̃0(A)
i∗→ H̃0(X)

j∗→ H0(X,A) → 0

一点空間 {x}は単に xとかく. このとき ε∗ : Hn(x) ∼= Hn(P), H̃n(x) = 0で x∈X のとき H̃n(X) ∼= Hn(X,x) (∀n).
retracion r : X → x と splittingの例 1 によりH0(X) ∼= H0(X,x)⊕H0(x) ∼= H̃0(X)⊕H0(P).

注意 3.9.1 (添加鎖複体 (augmented chain complex)) chain complex C = {Cn, ∂n} において, ε : C0→R,

ε(
∑

i riai) =
∑

i ri を添加写像 (augmentation)といい, (ε∂1 = 0 のとき) chain complex C+：

C+
n = Cn (n ̸= −1), ∂+

n = ∂n (n ̸= 0), C+
−1 = R, ∂+

0 = ε, C+ = {→ Cn
∂n−→ Cn−1 · · ·

∂1−→ C0
ε−→ R → 0}

を C の添加鎖複体 (augmented chain complex)といい, このホモロジー群を C の被約ホモロジー群という：

H̃n(C) := Hn(C
+)


