
3.5 線形方程式系の解の存在について

定理３．１：

(a) 線形方程式系　Ax = b (3)が解をもつ．

⇕

rank (a·1 a·2 . . . a·n b) = rank (a·1 a·2 . . . a·n)．

(b) 線形方程式系　Ax = b (3)が唯一の解をもつ．

⇕

rank (a·1 a·2 . . . a·n b) = rank (a·1 a·2 . . . a·n) = n．

[問題 03-03] a·1,a·2, . . . ,a·n ∈ Rm とし，a·1,a·2, . . . ,a·r は線形独立，また，任意の i ≥
r + 1に対して，a·1,a·2, . . . ,a·r,a·iは線形従属であると仮定する．この時，線形方程式系
n∑

j=1

a·jxj = bが解をもつための必要十分条件は，線形方程式系
r∑

j=1

a·jxj = bが解をもつこ

とであることを証明せよ．

[問題 03-04] a·1,a·2, . . . ,a·r ∈ Rm を線形独立と仮定する．このとき，線形方程式系
r∑

j=1

a·jxj = bが解をもつための必要十分条件は

rank (a·1 a·2 . . . a·r b) = rank (a·1 a·2 . . . a·r)

であることを証明せよ．

[問題 03-05] a·1,a·2, . . . ,a·n ∈ Rmとする．以下の (a)と (b)を証明せよ．

(a) 線形方程式系
n∑

j=1

a·jxj = bが解をもつ．

⇕

rank (a·1 a·2 . . . a·n b) = rank (a·1 a·2 . . . a·n)．

(b) 　線形方程式系
n∑

j=1

a·jxj = bが唯一の解をもつ．

⇕

rank (a·1 a·2 . . . a·n b) = rank (a·1 a·2 . . . a·n) = n．

[問題 03-06] A =
(
a1 a2 · · · an

)
をm× n行列，b ∈ Rmとする．ただし，aj ∈ Rm (j =

1, 2, . . . , n)とする．この時，

(i) 行列Aの階数の定義を述べよ．

(ii) 線形方程式系Ax = bが解をもつための必要十分条件は『Aの階数とm× (n+1)行列(
a1 a2 · · ·an b

)
の階数が一致することである』を証明せよ．
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系３．２：m = nの場合，以下の (a)，(b)，(c)，(d)，(e)は全て同値である．

(a) 線形方程式系 (3)は唯一の解をもつ．

(b) detA ̸= 0．

(c) Aは逆行列をもつ．

(d) a·1,a·2, . . . ,a·nは線形独立である．

(e) a1·,a2·, . . . ,an·は線形独立である．

[問題 03-07] Farkasの補題
ai ∈ Rm (i = 1, 2, . . . , n)，b ∈ Rmに対して，以下の２組の等式・不等式について考える．

(a)
n∑

i=1

aixi = b, xi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n),

(b) y ∈ Rm, (ai)
Ty ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , n), bTy > 0

この時，
(a)が解を持つ ⇔ (b)が解を持たない

が成立する． m = 2の場合について，この命題を図を用いて確かめよ．また，一般のm,n

の場合について，この命題の一部『(a)が解をもつ ⇒ (b)が解を持たない』を証明せよ．

[問題 03-08] Gordanの定理
上記の [問題 03-07]と同様の考察を次の (a)，(b)に対して行え．

(a)

n∑
i=1

aixi = 0, 0 ≤ x = (x1, x2, . . . , xn)
T ̸= 0，

(b) y ∈ Rm, (ai)
Ty > 0 (i = 1, 2, . . . , n)

4 行列式

正方行列A ∈ Rn×nの行列式は以下のような計算式で定義される．

det(A) :=
∑
σ∈Sn

sign(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n).

ただし，Snは n個の要素を置換する写像の集合からなる n次対称群であり，sign(·)は置換写像の符
号を表す．つまり，

σ :=

(
1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

)
∈ Sn

は σ(1) = i1, σ(2) = i2, . . . , σ(n) = inを表し，

sign(σ) :=

{
1， σが偶置換のとき

−1， σが奇置換のとき
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det(A)を |A|とも表記する．

例：２次元の場合

A = (a1 a2) ∈ R2×2とすると，Aの行列式の絶対値 | det(A)|は a1と a2で作られる平行四辺形の
面積となり，行列式の符号は a1と a2の位置に関する『向き』を表している（図 13）．

図 13: a1，a2 ∈ R2によって定められた平行四辺形．

[問題 04-01]　 a1,a2 ∈ R2，A = (a1 a2)とする．このとき，a1，a2が作る平行四辺形の面
積は | det(A)|に一致することを示せ．

例：３次元の場合

A = (a1 a2 a3) ∈ R3×3とすると，Aの行列式の絶対値 |det(A)|は a1，a2，a3で作られる平行六
面体の体積となり，a1，a2，a3はそれらの位置に関する『向き』を表している（図 14）．

定理４.１：a1,a2, . . . ,an, b ∈ Rn，α ∈ Rとすると

(a) det (a1 . . .ai−1 αai + b ai+1 . . .an) = α det (A) + det (a1 a2 . . .ai−1 b ai+1 . . .an);

(b) det (a1 . . .ai−1 ai + αaj ai+1 . . .an) = det (A) (j = 1, 2, . . . , n, j ̸= i);

(c) det (a1 . . .ai−1 aj ai+1 . . .aj−1 ai aj+1 . . .an) = −det (A) (i, j = 1, 2, . . . , n i ̸= j)．

これらは列に関する性質であるが，行に関しても同様に成り立つ．
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図 14: a1,a2,a3 ∈ R3によって定められた平行六面体．

定理４.２：A,B,C を適当な次元の行列だとすると

det

(
A B

O C

)
= det (A) det (C)

が常に成り立つ．さらに，

det(AB) = det(A) det(B) det(AT ) = det(A)

も成り立つ．

よって，行列式を計算する場合，余因子を用いた展開でも可能であるが，行列の基本変形（ある行/

列に定数をかけて異なる行/列に足す）を用いて上（下）三角行列に変形すると計算が容易にできる．

4.1 外積

定義４.３：実数ベクトル空間であるR3において，以下の（演算）関数 ·× · : R3×R3 → R3

を外積と呼ぶ．つまり a, b ∈ R3に対して，

a× b :=

∣∣∣∣∣ a2 a3

b2 a3

∣∣∣∣∣ e1 −
∣∣∣∣∣ a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ e2 +
∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ e3.
ただし，e1, e2, e3はR3の標準基底とする．記号の意味を多少乱暴に使うと，以下のような
記憶し易い形になる

a× b :=

∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ .
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定理４.４：a, b, c ∈ R3，α ∈ Rに対して，以下の性質が成り立つ．

1. ∥a× b∥ = ∥a∥∥b∥ sin θで θは aと bがなす角である．

2. a× b = −b× a

3. (αa)× b = a× (αb) = α(a× b)

4. a× (b+ c) = a× b+ a× c

5. a× a = 0

例： 先程の３次元での例においてA = (a1 a2 a3) ∈ R3×3とすると，Aの行列式の絶対値 | det(A)|
は a1，a2，a3で作られる平行六面体の体積となっていたが，この体積は |(a1 × a2)

Ta3|として外積
と内積を用いても計算できる．

5 線形方程式系の解法，逆行列と行列式の計算

線形方程式系を解くにはCramerの公式などがあるが，ここではより計算効率のよいGauss-Jordan

とGaussの消去法を用いる．

5.1 Gauss-Jordanの消去法

例：

2x1 + x2 = 4 (1)

x1 + 2x2 = 5 (2)

(
2 1 4

1 2 5

∣∣∣∣∣ 1 0

0 1

)

上記の行列の左側が単位行列になるように基本演算を施す．

(1)× 1
2 として (3)とおく．

(2)− (1)× 1
2 として (4)とおく．

x1 + 1
2x2 = 2 (3)
3
2x2 = 3 (4)

(
1 1

2 2

0 3
2 3

∣∣∣∣∣ 1
2 0

−1
2 1

)

(4)× 2
3 として (6)とおく．

(3)− (4)× 1
3 として (5)とおく．

x1 = 1 (5)

x2 = 2 (6)

(
1 0 1

0 1 2

∣∣∣∣∣ 2
3 −1

3

−1
3

2
3

)

解は (x1, x2) = (1, 2)となる．
これらの計算で加減算は合計で 7回，乗算は 16回，除算は 4回行ったことになる．

以上の計算により，A =

(
2 1

1 2

)
に対して定理４.１より，

1

2
× 2

3
det(A) = det(I) = 1
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