
定義２.８： 実数ベクトル空間 V において，（演算）実関数 ⟨·, ·⟩ : V × V → Rが定められて
いて次の性質を満たす時，この関数を内積と呼ぶ．

∀a, b, c ∈ V , ∀α ∈ R,

(i) ⟨a, b⟩ = ⟨b,a⟩

(ii) ⟨a+ b, c⟩ = ⟨a, c⟩+ ⟨b, c⟩

(iii) ⟨αa, b⟩ = α⟨a, b⟩

(iv) ⟨a,a⟩ ≥ 0さらに ⟨a,a⟩ = 0 ⇔ a = 0．

２次元における例

定数ベクトル a =

(
a1

a2

)
と変数ベクトル x =

(
x1

x2

)
に対して，それらの内積 aTx = a1x1 + a2x2について，内積が 0となる等高線，内積が正となる領域，
内積が負となる領域を書くと図 6のようになる．またこの内積がある定数 cと等しくなる（変数の）
集合 {x ∈ R | aTx = a1x1 + a2x2 = c}は常に直線になることに注意せよ．

図 6: 内積 aTxによって定義される領域．

a,x ∈ R2の内積 aTxは ∥a∥∥x∥ cos θと一致する．ただし ∥a∥, ∥x∥はベクトル a,xの長さ（ノル
ム）であり，θはベクトル aと xがなす角度である（図 7参照）．

今後，特に断らない限り，ノルムは上記で定義された内積から定義されたノルムのことを意
味する．つまり，∥a∥ :=

√
aTaである．

13



図 7: ベクトル a,x ∈ R2間の内積とそれらがなす角度 θ．

2.6 Cauchy-Schwarzの不等式

定義２.９（Cauchy-Schwarzの不等式）： Rnにおいて内積はノルムから定義されたものと
する．このとき，以下の不等式が成り立つ．

|aTb| ≤ ∥a∥∥b∥ ∀a, b ∈ Rn.

[問題 02-03] Rn において内積はノルムから定義されたものとする．このとき，Cauchy-

Schwarzの不等式が成り立つを示せ．

|aTb| ≤ ∥a∥∥b∥ ∀a, b ∈ Rn.

定理２.１０（中線定理，平行四辺形の法則）： Rnにおいて内積はノルムから定義されたも
のとする．このとき，以下の等式が成り立つ．

∥a+ b∥2 + ∥a− b∥2 = 2(∥a∥2 + ∥b∥2), ∀a, b ∈ Rn.

[問題 02-04] Rn において内積はノルムから定義されたものとする．このとき，中線定理を
示せ．

∥a+ b∥2 + ∥a− b∥2 = 2(∥a∥2 + ∥b∥2), ∀a, b ∈ Rn.

2.7 n次元Euclid空間

Rnが n次元 Euclid空間とはRnが演算+，·において実ベクトル空間であり，さらに内積が定義さ
れていることを指す．つまり，代数的な性質と幾何学的な性質と位相的な性質を同時に持っている．
代数的な性質

• ベクトル和に関して閉じている： a, b ∈ Rn ⇒ a+ b ∈ Rn；

• スカラー積に関して閉じている： a ∈ Rn, α ∈ R ⇒ αa ∈ Rn．

幾何学的な性質

• aTbが例えば 0であれば，それらのベクトルは直交している．

• ∥a∥ =
√
aTaはベクトルの長さを表す．
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a

b
a−b

a+b

図 8: 中線定理，平行四辺形の法則．

位相的な性質

• a, b ∈ Rnに対する距離 ∥a− b∥ =
√∑n

i=1(ai − bi)2によって Rnに開集合や閉集合などが定義
できる．

2.8 線形写像（変換）

定義２.１１： 実数ベクトル空間 V,W において，写像 T : V → W が定められていて次の
性質を満たす時，この写像は線形であるという．

∀x,y ∈ V , ∀α ∈ R

(i) T (x+ y) = T (x) + T (y)

(ii) T (αx) = αT (x)．

15



図 9: Rnから Rmへの線形写像 T．

定義２.１２： Rnにおいて，
1

0
...

0

0

 ,


0

1
...

0

0

 , . . . ,


0

0
...

0

1

 ,

を Rnの標準基底とよぶ．

定理２.１３： Rnおよび Rmの標準基底をそれぞれ e1, e2, . . . , enと e′1, e
′
2, . . . , e

′
mとする

と任意の線形写像 T : Rn → Rmに対して

T (ei) =
m∑
j=1

ajie
′
j (i = 1, 2, . . . , n)

によってA ∈ Rm×n が定まり，T (x) = Ax, x ∈ Rn が成り立つ．逆に任意の行列A ∈
Rm×nが与えられた時，T (x) = Ax, x ∈ Rnは線形写像になる．
よって，RnからRmへの線形写像とRm×nの実行列との１対１の対応ができたことになる．

定義２.１４： A = (a1 a2 · · · an) ∈ Rm×nの階数 rankAが 0 ≤ r ≤ min{m,n}であると
は次の条件を同時に満たすものである．

(i) a1,a2, . . . ,anから r本の線形独立なベクトルの組を選び出せる．

(ii) a1,a2, . . . ,anの任意の r + 1本のベクトルの組は線形従属である．

注意：Aの行ベクトルを用いた定義でも rの値は変わらない．

16



[問題 02-05] a1,a2, . . . ,an ∈ Rmとする．

(i) a1,a2, . . . ,anが線形独立であることの定義を述べよ．

(ii) 線形方程式系
∑n−1

i=1 aixi = anは解を持たないと仮定する．この時，a1,a2, . . . ,anは
線形独立になるか．線形独立になるならば証明せよ．そうでないならば反例をあげよ．

3 線形方程式系（連立一次方程式，連立線形方程式）の表現

n個の変数とm本の線形方程式を持つ線形方程式系を次のような表現方法で考える．

3.1 要素による表現

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

(3)

ただし，aij , bi ∈ R (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n)は定数，xj ∈ R (j = 1, 2, . . . , n)は変数である．

3.2 線形写像を用いた表現

定数行列A ∈ Rm×n，定数ベクトル b ∈ Rm，変数ベクトル x ∈ Rnを

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

am1 am2 · · · amn

 , b =


b1

b2
...

bm

 , x =


x1

x2
...

xn


と定義すると，線形方程式系 (3)は

Ax = b

となり，定義域にあるベクトル x ∈ RnのAによる線形写像（変換）が値域のベクトル b ∈ Rmにな
ることとして考えられる．

3.3 線形結合による表現

行列A = (a·1 a·2 . . . a·n) ∈ Rm×nを列ベクトルを用いて表記すると線形方程式系 (3)は

n∑
j=1

a·jxj = b

となり，b ∈ Rmをm次元のベクトル n本の線形結合で表すことになる．
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図 10: 線形方程式系の線形変換を用いた表現．

図 11: 線形方程式系の線形結合による表現．

3.4 内積を用いた表現

今度は行列A =


aT
1·

aT
2·
...

aT
m·

 ∈ Rm×nを行ベクトルを用いて表記すると線形方程式系 (3)は

aT
i·x = bi i = 1, 2, . . . ,m

となる．
さらに，

Xi := {x ∈ Rn | aT
i·x = bi} i = 1, 2, . . . ,m
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と定義すると，線形方程式系 (3)の解は
m∩
i=1

Xi

となる．

図 12: 線形方程式系の内積を用いた表現．

[問題 03-01] 線形方程式系

x1 + x2 = 4

−x1 + 2x2 = 2

を線形結合による表現を用いた解釈および内積表現を用いた解釈に従って図示し，解を求
めよ．

[問題 03-02] 線形方程式系

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

の『要素による表現』，『線形結合による表現』，『内積を用いた表現』を説明し，それぞれ
の意味を簡単に説明せよ．ただし，aij ∈ R，bi ∈ Rは定数であり，xj ∈ Rは変数とみなす
(i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n)．
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