
1.6 単体と球面のホモロジー群

単体 s が次に述べる錐体になることを利用して K(s) のホモロジー群を求める．

定義 1.6.1 (錐体) 単体複体 K が 錐体 (cone) ←→ 次の様な頂点 a ∈ K0 がある：

L := {s ∈ K | a ̸∈ s} とするとき，s = a0 · · · ak ∈ L =⇒ as := aa0 · · · ak ∈ K

(L は部分複体になる.） a を錐体 K の頂点または中心という．(L は底面という.)

• n-単体 s = a0 · · · an (n>0) の単体的閉包 K = K(s) は任意の頂点 ai を錐体の頂点とする錐体. (L = K(∂ is).)

定義 1.6.2 底面 L の chain c =
∑

i misi ∈ Ck(L) と錐体の頂点 a ∈ K0 に対し，chain ac ∈ Ck+1(K) を

ac ≡ a

(∑
i

misi

)
:=
∑
i

miasi ∈ Ck+1(K)

で定義する．( 一般には, c =
∑

i misi ∈ Ck(K), ∀ asi ∈ Kk+1 に対し, ac がこの式で定義できる.)

補題 1.6.1 c =
∑

i misi ∈ Ck(L) に対し，( 一般には c ∈ Ck(K), ∀asi ∈ Kk+1 に対し)

∂ (ac) = c− a∂ c　 (k ≧ 1)
(
∂ (ac) = c− (

∑
i mi)a =: c− ϵ(c)a (k = 0)

)
（ここで，c =

∑
i miai ∈ C0 ⇒ ϵ(c) :=

∑
i mi ∈ Z. ϵ : C0 → Z を添加写像 (augumentation)という．）

証明 k > 0, s = a0 · · · ak に対し，

∂ (as) = ∂ (aa0 · · · ak) = a0 · · · ak +
k+1∑
i=1

(−1)iaa0 · · ·
i 番目

∨
ai−1 · · · ak (j = i−1 とおくと)

= s+
k∑

j=0

(−1)j+1a ∂ js = s−
k∑

j=0

(−1)ja ∂ js = s− a ∂ s

∴ ∂ (ac) =
∑
i

mi∂ (asi) =
∑
i

mi(si − a∂ si) =
∑
i

misi − a

(∑
i

mi∂ si

)
= c− a∂ c

( k = 0 のとき，∂ (ac) =
∑

i mi∂ (aai) =
∑

i mi(ai − a) =
∑

i miai − (
∑

i mi)a = c− ϵ(c)a. )

命題 1.6.2 K が a を錐の頂点とする錐体なら

Hk(K) = 0 (k ̸= 0), (H0(K) = Z⟨a⟩ ∼= Z)

証明 L := {s ∈ K | a ̸∈ s} (底面), k ≧ 1 とし, z ∈ Ck(K) を a を含む単体の chain ac とその他に分けて,

z = b+ ac b ∈ Ck(L), c ∈ Ck−1(L)

とする． z ∈ Zk(K) (∴ ∂ (z) = 0) のとき

0 = ∂ z = ∂ b+ ∂ (ac) = ∂ b+ c− a∂ c, ∂ b+ c ∈ Ck−1(L), a∂ c ̸∈ Ck−1(L)

∴ ∂ b+ c = 0 = a∂ c ∴ c = −∂ b (∂ c = −∂ ∂ b = 0)

∴ z = b+ ac = b− a∂ b = ∂ (ab) ∈ Bk(K)

よって Zk(K) = Bk(K) より Hk(K) = Zk(K)/Bk(K) = 0 (k ̸= 0).

(k = dimK のときは, z = ac, b = 0 となり ∂ z = 0⇔ c = 0. ∴ z = ac = 0 より Zk = 0, Hk = 0 となる.)

k=0 のとき， z= b+ma, b=
∑

i miai ∈ C0(L) と書けて，∂ (ab)= b− ϵ(b)a (ϵ(b)=
∑

i mi) より

z=(m+ ϵ(b))a+ ∂ (ab) ≡ (m+ ϵ(b))a mod B0. 特に ma ∈ Z0(K) (∀m ∈ Z) より H0(K)=Z⟨a⟩ ∼= Z.

定理 1.6.3 単体 s のホモロジー群は (K(s) を s の単体分割と考えて)

Hk(s) =

0 (k ̸= 0)

Z (k = 0)



(n+1)-単体 s に対し, ∂ K(s) := K(s)− {s} とおくと ∂ K(s) は K(s) の部分複体になり, 多面体 |∂ K(s)| は
n次元球面 Sn と同相なので, ∂ K(s) は Sn の単体分割になる. これを利用して球面のホモロジー群を求める.

(同相写像 f : |∂ K(s)| → Sn は b を s の重心 (内点で良い)とするとき f(x) := (x−b)/∥x−b∥.)

定理 1.6.4 n次元球面 Sn のホモロジー群は (∂ K(s) を Sn の単体分割と考えて)

n > 0のとき Hk(S
n) ∼=

Z (k = 0, n)

0 (k ̸= 0, n)
, n = 0のとき Hk(S

0) ∼=

Z ⊕ Z (k = 0)

0 (k ̸= 0)

証明 n > 0 とする. (n+1)-単体 s に対し, K = K(s), K ′ = ∂ K(s),

Ck = Ck(K), Zk = Zk(K), Bk = Bk(K), C ′
k = Ck(K

′), Z ′
k = Zk(K

′), B′
k = Bk(K

′)

とおくと, K ′ = K − {s} より
C ′

k = Ck (k ≦ n), C ′
n+1 = 0, Cn+1 = Z⟨s⟩.

∴ Z ′
k = Zk (k ≦ n), B′

k = Bk (k < n), B′
n(= ∂ (C ′

n+1)) = 0, Bn(= ∂ (Cn+1) = ∂ (Z⟨s⟩)) = Z⟨∂ s⟩
Hk(K) = 0 (n > 0) より Zk = Bk (1 ≦ k ≦ n). よって,

1 ≦ k < n のとき Z ′
k = Zk = Bk = B′

k より Hk(K
′) = 0

k = n のとき Z ′
n = Zn = Bn = Z⟨∂ s⟩, B′

n = 0 より Hn(K
′) = Z ′

n = Z⟨∂ s⟩ ∼= Z
Z ′
0 = Z0, B′

0 = B0 より H0(K
′) = H0(K) ∼= Z. 以上で Sn (n>0) のホモロジー群が求まった.

S0 = 2点 = {−1, 1} =: {a, b} =: K のホモロジー群は, C0 = Z⟨a, b⟩, Ck = 0 (k ̸=0) より,

Z0 = C0, Zk = Ck = 0, B0 = 0. ∴ H0(K) = Z0 = C0 = Z⟨a, b⟩ ∼= Z ⊕ Z, Hk(K) = 0 (k ̸=0).


