
1 最小重みテンション問題の最適性条件

最大重みテンション問題

最小化 g(q) ≡
∑

(i,j)∈E

gij(qi − qj) +
∑
j∈N

gj(qj)

制約条件 aij ≤ qi − qj ≤ bij ((i, j) ∈ E),

aj ≤ qj ≤ bj (j ∈ N).

ここで
N = {1, 2, . . . , n}, E = {(i, j) | i, j ∈ N, i < j}

であり，aij , aj ∈ Z ∪ {−∞}, bij , bj ∈ Z ∪ {−∞}, 各 gij : Z → Rおよび gj : Z → Rは離散凸関数
とする．

命題 1.1. 各 gij : Z → Rおよび gj : Z → Rに対して次の不等式が成り立つ：

gij(α) + gij(β) ≥ gij(α+ 1) + gij(β − 1) (∀α, β ∈ Z, α < β),

gj(α) + gj(β) ≥ gj(α+ 1) + gj(β − 1) (∀α, β ∈ Z, α < β).

定理 1.2. ベクトル q = (q1, . . . , qn)が最小重みテンション問題の最適解であるための必要十分条
件は，任意のX ⊆ N に対して以下の条件が成り立つことである：

q + eX が実行可能解ならば， g(q + eX) ≥ g(q) が成り立つ,

q − eX が実行可能解ならば， g(q − eX) ≥ g(q) が成り立つ.

Proof. 必要条件であることは自明なので，十分条件であることを証明する．ベクトルq = (q1, . . . , qn)

が最適解でないと仮定し，あるX ⊆ N が存在して，以下の２条件のいずれかが成り立つことを証
明する：

q + eX は実行可能解であり， g(q + eX) < g(q) を満たす,

q − eX は実行可能解であり， g(q − eX) < g(q) を満たす.

q∗ = (q∗1, . . . , q
∗
n)は最適解とし，すべての最適解の中で

α = max[0,max
i∈N

{q∗i − qi}] + max[0,max
i∈N

{qi − q∗i }]

を最小にすると仮定する．α = 0 ならば q∗ = q となるので，α > 0 が成り立つ．以下では，
max[0,maxi∈N{q∗i − qi}] > 0と仮定し，証明を行う（max[0,maxi∈N{qi − q∗i }]の場合も同様に証
明できる）．つまり，ある i ∈ N に対して q∗i > qiが成り立つと仮定する．
ここで，

X = {h ∈ N | q∗h − qh = max
i∈N

{q∗i − qi}}

とおく．また，
q′ = q + eX , q′′ = q∗ − eX
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とおく．以下で示すように，

ai ≤ q′i ≤ bi (i ∈ N), (1.1)

gi(q
′
i) + gi(q

′′
i ) ≤ gi(qi) + gi(q

∗
i ) (i ∈ N), (1.2)

aij ≤ q′i − q′j ≤ bij ((i, j) ∈ E)), (1.3)

gij(q
′
i − q′j) + gij(q

′′
i − q′′j ) ≤ gij(qi − qj) + gij(q

∗
i − q∗j ) ((i, j) ∈ E)) (1.4)

が成り立つ．したがって，q′は実行可能解であり，

g(q′) + g(q′′) ≤ g(q) + g(q∗) (1.5)

が得られる．ここで，

max[0,max
i∈N

{q′′i − qi}] + max[0,max
i∈N

{qi − q′′i }] = α− 1 < α

が成り立つので，q∗の選び方から q′′は最適解ではないことがわかる．したがって，g(q′′) > g(q∗)

が成り立つ．よって，(1.5)より g(q′) < g(q)を得る．
以下では，(1.1), (1.2), (1.3), および (1.4)を証明する．
まず (1.1)および (1.2)を証明する．i ∈ N \X のときは，q′i = qi, q

′′
i = q∗i なので自明に成り立

つ．よって，i ∈ Xの場合について考える．仮定より qi < q∗i が成り立つ．q′i = qi +1, q′′i = q∗i − 1

なので，

ai ≤ qi < q′i ≤ q∗i ≤ bi,

gi(q
′
i) + gi(q

′′
i ) ≤ gi(qi) + gi(q

∗
i )

が得られる．不等式は命題 1.1による．
次に (1.3)および (1.4)を証明する．
[(i) i, j ∈ X または i, j ∈ N \X のとき] q′i − q′j = qi − qj および q′′i − q′′j = q∗i − q∗j が成り立つ

ので，
aij ≤ q′i − q′j ≤ bij , gij(q

′
i − q′j) + gij(q

′′
i − q′′j ) = gij(qi − qj) + gij(q

∗
i − q∗j )

が得られる．
[(ii) i ∈ X かつ j ∈ N \X のとき] X の定義より q∗i − qi > q∗j − qj が成り立つが，この不等式

から
q∗i − q∗j > qi − qj

が得られる．q′i − q′j = (qi + 1)− qj = (qi − qj) + 1および q′′i − q′′j = (q∗i − 1)− q∗j = (q∗i − q∗j )− 1

が成り立つので，

aij ≤ qi − qj < q′i − q′j ≤ q∗i − q∗j ≤ bij ,

aij ≤ qi − qj ≤ q′′i − q′′j < q∗i − q∗j ≤ bij ,

gij(q
′
i − q′j) + gij(q

′′
i − q′′j ) ≤ gij(qi − qj) + gij(q

∗
i − q∗j )

を得る．
[(iii) i ∈ N \X かつ j ∈ X のとき] (ii)と同様にして証明できる．2
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