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190「情報認識」の全体構成「情報認識」の全体構成

識別関数のよさを測る規準

条件付き確率の推定

パラメトリック法

最尤推定法，ＥＭアルゴリズム

ベイズ推定法，最大事後確率推定法

ノンパラメトリック法

カーネル密度推定法

最近傍密度推定法

手書き文字認識の計算機実習



191モデルの表現力モデルの表現力
ガウスモデル＋最尤推定：

モデルが（大体）正しい場合，訓練標本数が比較的
少なくても推定精度が良い

モデルが単純なため，表現できる確率密度関数の
形が限られる
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192モデルの表現力（続き）モデルの表現力（続き）
ガウスカーネル密度推定：

任意の確率密度関数を近似できる

精度良く近似するためには多数の訓練標本が必要
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193ガウス混合モデルガウス混合モデル
ガウス混合モデル(Gaussian mixture model)：

注意： は確率密度関数なので

を満たす．
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194ガウス混合モデルガウス混合モデル

有限個のガウスモデルの線形結合：

通常のガウスモデルよりも複雑な確率密度関数
を表現できる．

ガウスカーネル密度推定より単純なので，訓練
標本が比較的少ない場合でも推定精度が良い．



195ガウス混合モデルの最尤推定ガウス混合モデルの最尤推定
最尤推定：（対数）尤度（訓練標本 が生成
される確率）を最大にするように を定める

但し，拘束条件 を考慮しなけ
ればならない！

とおき， を決定する

ことにすれば，拘束条件は自動的に満たされる．
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196尤度方程式尤度方程式
最尤推定解の必要条件：

より，最尤推定解は以下を満たす（証明は宿題）

しかし，この連立方程式は簡単に解けない．
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197勾配法勾配法
勾配法(gradient method)：

1. 適当に初期値 を定める．

2. 勾配を上るようにパラメータを更新する：

3. 収束するまで勾配上昇を繰り返す．

局所最適解(local optimal solution)が求まる．
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198勾配法の欠点勾配法の欠点

学習率 の選び方が難しい：

は，「最初は大きく，徐々に小さく」が原則だが，
適切に決定することは難しい

局所最適解しか見つけられない：

様々な初期値から何度か学習し，最適な値を採用する

ε

が小さすぎると学習が遅いε が大きすぎると収束しないε

ε



199EMアルゴリズム(expectation-
maximization algorithm)

EMアルゴリズム(expectation-
maximization algorithm)

適当な初期値から開始（ ）：

Eステップ： から を計算

Mステップ: から を計算

し，収束するまでE,Mステップを繰り返す．
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訓練標本 初期値

1反復後 2反復後

例（混合数３）例（混合数３）



201EMアルゴリズムの解釈EMアルゴリズムの解釈

θ

)(log θL

)()( θtb
)(ˆ tθ )1(ˆ +tθ

EMアルゴリズムによって尤度は単調非減少

Eステップ： を通る対数尤度の下界を求めること
に対応

Mステップ：下界を最大化するパラメータ値を求める
ことに対応
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202Eステップの導出Eステップの導出
ジェンセンの不等式(Jensen’s inequality):

のとき：
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203Eステップの導出（続き）Eステップの導出（続き）

対数尤度：

ダミーの変数 を入れる：
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204Eステップの導出（続き）Eステップの導出（続き）

ジェンセンの不等式より対数尤度の下界を得る：

を満たす：
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205Mステップの導出Mステップの導出

下界を最大にするパラメータ値を求める：
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206EMアルゴリズムの一般形EMアルゴリズムの一般形
不完全データに対する最尤推定：

モデル のパラメータ を最尤推定したい

完全な訓練標本 のうち，その
一部 しか観測できない．

Eステップ：現在のパラメータ を用いて観測

されない部分 を推定し，対数尤度の
期待値(expectation)を計算

Mステップ： を最大化(maximization)
するように を更新

);( θzq θ
n
iiiii yxzz 1)},(|{ ==

n
iix 1}{ =

∑∫
=

=
n

i
iii

t
ii

t dyyxqxypQ
1

)()( );,(log)ˆ;|(ˆ)ˆ;( θθθθ

n
iiy 1}{ =

)(ˆ tθ

)ˆ;(maxargˆ )()1( tt Q θθθ
θ

=+θ
)ˆ;( )(tQ θθ



207ガウス混合モデルの場合ガウス混合モデルの場合

は，標本 が 番目の混合から出てくる確率
と解釈できる．

が出てきた“本当”の混合の番号を とする．

が分かるとき，完全データに対する対数
尤度は

Eステップ：対数尤度の に関する期待値を計算
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208まとめまとめ
ガウス混合モデル：

ガウスモデルより複雑

ノンパラメトリックモデルよりも単純

勾配法：勾配を上昇するようにパラメータを更新

局所最適解が求まる

学習率を設定するのが難しい

EMアルゴリズム：下界を最大化するように
パラメータを更新

混合数は交差確認法で決定

局所解の問題は未解決 ⇒ 様々な初期値から
何度か学習し，最適な値を採用する



209小レポート小レポート

1. ガウス混合モデルの最尤推定量が以下
の条件を満たすことを証明せよ．
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210小レポート（続き）小レポート（続き）

2. 計算機実験：ガウス混合モデルのＥＭア
ルゴリズムを実装し，適当な一次元の確
率密度関数を推定せよ．

3. 計算機実験：ガウス混合モデルを用いて
手書き文字認識を行なえ．混合数 は
あらかじめ固定，あるいは交差確認法を
用いて決定せよ．

m


