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1

第1章 波動関数

　これまで量子力学第一および第二で、量子力学の理論的枠組みと基本的

な一粒子系について学んできた。新しい講義のはじめに当たり、量子力学の

成り立ちをたどる意味で、量子力学を特徴付けている物質波、波動関数につ

いて考える。量子効果の実際の大きさを少しでも身近なものにしたい。

1.1 光子と物質波

1.1.1 輻射のエネルギー量子と光子

黒体の電磁輻射のスペクトル分布について 1900年、Planckは物質と輻射

のあいだのエネルギー交換は、輻射の振動数 ν に比例するエネルギー量子

ϵ = hν (1.1)

を単位とする離散的な量で行われるという仮説を立てた。Planck定数 hの登

場である。

~ =
h

2π
= 1.0546× 10−34 J s (1.2)

1905年、Einsteinは光電効果をめぐって、光子 (photon)はエネルギー hν

と速さ c = 2.9979× 108 ms−1 をもつ粒子のように振る舞い、光の輻射はこ

の光子という粒子の噴流に他ならない、と考えた。相対性理論によれば、速

さが cの光子の質量はm = 0であり、光子の運動量 pとエネルギー ϵの間の

関係は

ϵ = pc (1.3)

である。振動数 ν の光はエネルギー ϵ = hν と運動量 p = hν/cを持つ光子の

流れだと考えると、光子と電子の弾性衝突として Compton散乱がうまく説

明できた。

1.1.2 物質波

一方、光波としての波長 λと振動数 ν は、c = λν の関係にあるので、式

(1.3)は

p =
hν

c
=
h

λ
(1.4)
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粒子 質量 de Broglie波長　

人 60 kg 9.40× 10−10 fm

水素分子 3.34524× 10−27 kg 0.126 nm = 1.26 Å

電子 9.10938× 10−31 kg 7.63 nm = 76.3 Å

表 1.1: 室温における人、水素分子、電子の de Broglie波長．

と書き直せる。光の粒子としての運動量 pと波としての振動数 ν のあいだの

関係に注目したのが de Broglieだった。de Broglieは、全ての物体はその運

動量が pのとき波長 λ = h/pの波を伴い、物体の運動と波の伝播は不可分で

ある、と考えた。

1.1.3 物質波の波長

ここで、室温の熱エネルギー相当の運動エネルギーを持つ粒子の物質波と

しての波長、すなわち de Broglie波長を調べておこう。式を見れば軽いもの

ほど de Broglie波長が長いことは明らかだが、具体的にどのくらいなのか、

感覚を掴むことが目的である。必要な物理定数は

kB = 1.38065× 10−23 JK−1 (1.5a)

h = 6.62607× 10−34 J s (1.5b)

室温 300 K の熱エネルギーの目安 kB T は 4.142 × 10−21 J である。これ

が粒子の運動エネルギー p2/2mに等しいとおくと、de Broglie波長は λ =

h/p = h/
√
2mkBT となり、温度が一定なら質量だけで決まり、質量の逆二

乗根 1/
√
mの依存性を持つ。

人、水素分子、電子について、de Broglie波長を表 1.1に挙げた。この表を

みると、日常目にする物体の de Broglie波長は、およそ 1 fm = 1× 10−15 m

とされる原子核の大きさよりさらに 10桁小さく、波動性を無視してかまわな

い。一方、ミクロな世界では、大きさが数Åから数十Å程度の分子では、de

Broglie波長が自分自身の大きさに近付いてくる。電子は分子と比べると質量

がさらに数十万分の一になり、de Broglie波長は大抵の固体結晶の格子間隔

より長くなり、ポリマーなどの高分子ではない普通の分子では分子全体に拡

がる。しかし、可視光の波長 (400～700 nm)よりはまだ二桁ほど小さく、物

質波を反映した何らかの構造が仮にあったとしても通常の光学顕微鏡で見る

ことはできない。
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1.2 Schrödingerの波動力学

1.2.1 物質の波動

音波 (縦波)や弦の振動 (横波)など、物質の時間的な振動が空間的に伝播す

る、いわゆる波動現象は、振動の変位 uを波の伝わる座標 xと時間 tの二変数

の関数として表わすことで記述できる。この関数 u(x, t)を波動関数という。

波動方程式 波動関数 u(x, t)の位置と時間に対する依存性、すなわち波形と

時間変化、を表わす微分方程式は波動方程式と呼ばれ、

∂2

∂x2
u(x, t) =

1

v2
∂2

∂t2
u(x, t) (1.6)

の形をもつ。v は波の位相速度である。時間に関して二階微分になっている

のは、波動方程式の成り立ちを考えると理解できる。振動する媒体の uから

u+duまでの微小部分についての運動方程式から導かれるものだからである。

自由空間の電磁波は物質の振動ではなく、Newtonの第二法則とも無関係だ

が、Maxwellの方程式から導かれる波動方程式は式 (1.6)の形をしている。

波動関数 時間 tと位置 uの関数である波動関数 u(x, t)の具体的な形を考え

る。ある時刻 t = 0のときの波形を表わす関数を f(x)とする。波は、空間的

な形を保ったまま時間 tとともに xが増える方向、または減る方向に一定の

速度 vで進むとすると、

f(x− vt) または f(x+ vt)

と表わされる。周期的な波形 f(x)を表わす基本は三角関数である。波の空間

的周期を波長 λ、単位時間当たりの波の振動数を ν とする。これらを正弦関

数 sinϕの無次元の引数 ϕの周期 2πに合わせるために、関数 f(x)を正弦関

数で表わすとき、その引数 ϕは

ϕ

2π
=
x− vt

λ
= ν

(x
v
− t
)

(1.7)

としなければならない。xが増える方向に進む波を表わす正弦関数は

u(x, t) = sin
[
2π
(x
λ
− νt

)]
= sin (kx− ωt) (1.8)

となり、実際、波動方程式 (1.6)を満たしている。ここで、kは波数、ωは角

振動数と呼ばれ、それぞれ波長 λ、振動数 ν と

k =
2π

λ
, ω = 2πν (1.9)

の関係を持ち、波の位相速度 vは

v =
ω

k
= λν (1.10)

と表わされる。
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波の重ね合せ 波動方程式は、波動関数 u(x, t) について線形であり、同次

方程式であるから、解である波動関数について、重ね合わせの原理が成り立

つ。すなわち、関数 f と gとが波動方程式の解であるとき、それらの線形結

合 c1 f + c2 gもまた波動関数の解である。

重ね合わせの原理の一例として 、形式的に波動関数を複素数に拡張できる

ことに注意しよう。二つの波動方程式の解、cos(kx− ωt)と sin(kx− ωt)と

の線形結合として、片方を実部、他方を虚部とする複素関数

u(x, t) = cos(kx− ωt) + i sin(kx− ωt) = ei(kx−ωt) (1.11)

を作ったとき、これもまた波動方程式の解である。

1.2.2 自由粒子の波動関数と確率解釈

最も簡単な系として、まず一次元の自由粒子を考える。物質波も古典的な

波動関数と同様に、座標 xと時間 tの関数であり、波数 kと角振動数 ωを用

いてむ次元量 kx− ωtの関数 f(kx− ωt)で、複素指数関数の平面波

Ψ(x, t) = ei(kx−ωt) = eikx e−iωt (1.12)

の形をとる。複素数とすることで座標と時間が変数分離され、波数と角振動

数が独立になる。すなわち、波数は座標にのみ影響を及ぼし、角振動数は時

間にのみ影響を及ぼす。

物質波の波動関数は一般に複素数であり、その絶対値の二乗 |Ψ(x, t)|2が位
置 x、時刻 tにおける粒子の存在確率を表わすと考える。

1.2.3 粒子の物理量と波動関数に対する演算子

波動関数に現れる波数 k = 2π/λは de Broglie波長 λ = h/pを通して粒子

の運動量 pと結びつき、角振動数 ωは光子の場合と同じようにして粒子のエ

ネルギー E と結びついている。

k =
p

~
, ω =

E

~
(1.13)

これらの関係から波動関数を、粒子としての運動量 pとエネルギー Eを用い

て表わすことができる。

Ψ(x, t) = ei(px−Et)/~ (1.14)

物質波の波数 kと角振動数 ωで表わした元の波動関数 (式 (1.12))と並べてみ

ると、波動関数から粒子の運動量 pとエネルギー Eを知るには、波動関数に

対して座標 xあるいは時間 tに関して偏微分操作を施せばよいことが分る。

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = EΨ(x, t)

~
i

∂

∂x
Ψ(x, t) = pΨ(x, t) (1.15)
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つまり、物理量 E と pは波動関数に作用する演算子 i~(∂/∂t)に対応する。

E −→ i~
∂

∂t
, p −→ ~

i

∂

∂x
(1.16)

これに対して波動関数の変数であった座標 xと時間 tに対応する演算は形式

的に xあるいは tを単に波動関数に掛け算することとなる。

1.2.4 Schrödinger方程式

自由粒子の全エネルギー E は運動エネルギー T に等しいとおける。

EΨ(x, t) = TΨ(x, t) (1.17)

質量mの粒子の運動エネルギー T に対応する演算子は、運動量 pに対応す

る演算子 −i~(∂/∂x)を用いて、

T =
p2

2m
−→ − ~2

2m

∂2

∂x2
(1.18)

と書ける。式 (1.12)の両辺を演算子に書き換えると

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) = − ~2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) (1.19)

となる。これが自由粒子の波動関数が従う波動方程式で、Schrödinger方程

式と呼ばれる。この微分方程式は、古典的な波動方程式と同じく線形で同次

であるため、その解である波動関数に関して重ねあわせの原理が成り立つ。

しかし、時間に関しては古典波動方程式とは異なり、一階微分しか現れない。

このことから、t = 0における波動関数が分れば、その後の波動関数の時間

発展は一意に求まる。

1.2.5 波束の拡散

運動量 p、エネルギーEk = p2/2mの自由粒子の波動関数は、波数 k = p/~、
角振動数 ωk = Ek/~を持つ平面波

Ψk(x, t) = ei(kx−ωkt) (1.20)

で表わされる。この粒子の時刻 tにおける存在確率 |Ψ(x, t)|2は、空間の全て
の場所で同じ値を持ち、常に全空間に一様に広がっている。空間的に集中し

た波動関数をつくるには、ある範囲の波数 kについて平面波の線形結合をつ

くればよい。代表的な例として、Gauss型の波束が挙げられる。時刻 t = 0に

おいて、確率密度の中心が ⟨x⟩ = x0、標準偏差が∆x = σ =

√⟨
(x− ⟨x⟩)2

⟩
の Gauss分布になるような波動関数

Ψ(x, t = 0) =
1√√
2π σ

exp

[
− (x− x0)

2

4σ2

]
(1.21)
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は、Ψk(x, t)の線形結合として

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
a(k)ei(kx−ωkt)dk (1.22a)

a(k) =

√
2σ√
2π

exp
(
−σ2k2 − ix0k

)
(1.22b)

と書ける。この波動関数が表わす t = 0における運動量 pの分布は、中心が

⟨p⟩ = 0、標準偏差が∆p =

√⟨
(p− ⟨p⟩)2

⟩
= ~/2σのGauss分布である。こ

の波束では、座標 xと運動量 pの不確定性の積が∆x∆p = ~/2と最小になっ
ており、最小波束と呼ばれる。t > 0では異なる k の成分が exp (−iωkt)に

従って異なる時間発展を遂げるので、波束は変化していく。座標と運動量の

期待値は変わらない。運動量の標準偏差も時間で変化しないが、座標の標準

偏差が広がっていく。

∆x(t) =

√
σ2 +

(
~t

2mσ

)2

(1.23a)

∆p(t) =
~
2σ

(1.23b)

座標の分布の拡がりの二乗 (∆x(t))
2 は、

(∆x(t))
2
= (∆x(0))

2
+

(
∆p

m
t

)2

(1.24)

と書くことができ、元々の拡がりと運動量の大きさに対応する速度∆p/mで

動くことの寄与の二乗和になっている。

最小波束が波束の幅程度広がる時間 表 (1.1)で室温における de Broglie波長

を調べた粒子について、波束の広がる速さを調べよう。運動量の不確定性∆p

は、室温における平均運動エネルギーに対応する運動量の大きさ p =
√
2mkBT

の程度なので、最小波束の座標の不確定性 ∆x = ~/2∆pは ~/2pとなり、ご
く大雑把に言って de Broglie波長 λ = h/pと同程度である。温度 T にある粒

子の最小波束が、粒子の de Broglie波長程度広がる時間を求めよう。

∆p

m
t =

h

p

で∆p = pとおいて

t =
mh

2p2
=

h

2kBT
(1.25)

となる。T = 300Kのとき t = 80.0 fsである。tは粒子の運動エネルギーだ

けで決まり、粒子の質量には依存しない。



1.2. Schrödingerの波動力学 7

質量 60 kgの粒子の最小波束が 1 mm広がる時間 日常目にする巨視的な粒

子の最小波束が、目で分る程度広がるにはどのくらいの時間がかかるのか？

温度 T、質量mの粒子の最小波束が、δx程度広がる時間 δtは

∆p

m
δt =

√
2kBT

m
δt = δx (1.26)

T = 300K、m = 60 kgのとき、δx = 1 mm広がるには δt = 8.51 × 107 s、

およそ 2.7年の時間がかかる。

1.2.6 ポテンシャル内の粒子

スカラー・ポテンシャル V (x, t)の中にある粒子の Schrödinger方程式は、

系の Hamiltonian、H = T + V、に対応する演算子を用いて

EΨ(x, t) = HΨ(x, t) (1.27a)

i~
∂

∂t
Ψ(x, t) =

[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
Ψ(x, t) (1.27b)

で与えられる。

1.2.7 定常状態

ポテンシャル関数 V が時間に依存しないとき、古典力学では粒子の全エネ

ルギーが保存される。量子力学では、粒子の全エネルギーが時間によらず一致

で、粒子の存在確率の空間分布も変わらない、「エネルギー固有状態」が存在す

る。このとき、波動関数Ψ(x, t)は時間 tにだけ依存する因子−i exp(i~ E/∂t)
と、空間座標 xだけに依存する因子 ψ(x)との積で表わされる。

Ψ(x, t) = ψ(x) e−iEt/~ (1.28)

これを Schrödinger方程式に代入し、整理すると

E =
i~

e−iEt/~
∂

∂t
e−iEt/~ =

1

ψ(x)

[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x)

共通の定数 Eを介して tのみを含む方程式と xのみを含む方程式とに分ける

ことができる。

i~
∂

∂t
e−iEt/~ = E e−iEt/~ (1.29a)[

− ~2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ(x) = E ψ(x) (1.29b)

波動関数の空間部分 ψ(x)を決める方程式 (式 (1.29b))を、時間に依存しない

Schrödinger方程式と呼ぶ。
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1.3 無限に深い一次元井戸

最も簡単な束縛系の一つとして、一次元の自由空間を有限の領域に制限し

てみよう。粒子は x = 0から Lの間で自由に動けるが、その外側には一切出

ることができないとする。ポテンシャル V (x)としては、無限に深い箱型の

井戸に相当する。

V (x) =

 0 (0 ≤ x ≤ L)

+∞ (x < 0, L < x)
(1.30)

1.3.1 エネルギー固有値と固有関数

運動量 p、エネルギー E = p2/2m を持つ自由粒子の波動関数は、波数

k = 2π/λ = p/~、角振動数 ωk = 2πν = E/~を持ち、

Ψ(x, t) = exp (ikx− iωkt) = ψk(x) e
−iEt/~ (1.31)

と表わされていた。井戸の内部 0 ≤ x ≤ Lでは平面波の空間部分 ψk(x) =

exp(ikx)が時間に依存しない Schrödinger方程式

− ~2

2m

d2

dx2
ψk(x) = Ek ψk(x) (1.32)

の固有関数である。自由空間との違いは、無限に高いポテンシャルの壁の端、

x = 0と Lで波動関数がゼロになることである。これは、Lが de Broglie波

長 λの半分の整数倍でなければならない、

L =
n+ 1

2
λ, n = 0, 1, 2, · · · (1.33)

という条件になる。波数 kに直すと

kn =
2π

λ
=

(n+ 1)π

L
, n = 0, 1, 2, · · · (1.34)

波数 kの量子化は運動量 p = ~kの量子化を意味し、エネルギー E も量子化

される。

En =
~2k2n
2m

=
h2

8mL2
(n+ 1)2, n = 0, 1, 2, · · · (1.35)

空間部分の固有関数 ψn(x)は

ψn(x) =

√
2

L
sin

(n+ 1)πx

L
, (0 ≤ x ≤ L), n = 0, 1, 2, · · · (1.36)



1.3. 無限に深い一次元井戸 9

1.3.2 固有関数の節の数

エネルギーの固有関数が表わす物質波は定在波であり、波動関数がゼロを

横切る場所を節という。区間 0 ≤ x ≤ Lの両端でゼロという境界条件を満た

す固有関数は、固有エネルギーが増えるに従って波長が短くなって区間内の

波の数が半波長 λ/2分ずつ増加し、これに対応して節の数が一個ずつ増えて

いく。一番固有エネルギーが低い n = 0の基底状態の波動関数 ψ0(x)は一番

長い波長 λ = 2Lを持ち、常に正で節はない。 量子数 nは節の数を表わして

いる。

物質波の波長は運動量に反比例しており (λ = h/p)、波長が短くなるに従っ

て節の数が増え、運動量が大きくなり運動エネルギーも大きくなる。また、

運動量を表わす演算子が−i~ d/dxであったから、波動関数の勾配 dψ(x)/dx

は運動量 pを表わし、曲率 −(d2/dx2)ψ(x)は運動エネルギー T = p2/2mを

表わす。固有エネルギーが増え、運動量も大きくなると、波動関数はその勾

配や曲率が大きくなり、節の数が増える。

ポテンシャルの形状に依らず束縛系に一般的な性質として、基底状態の波

動関数は節を持たず、固有エネルギーが増えるに従い波動関数の節の数が一

つずつ増え、皺が増えていく。
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図 1.1: (左)幅 Lの無限に深い一次元井戸の固有関数．エネルギー E の単位

は h2/8mL2．(右)調和振動子の固有関数．座標は
√

~/mω を単位にした無
次元量 Q、エネルギーは ~ωを単位とした無次元量 ϵで表わしてある．
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1.4 調和振動子

調和振動子は、力学系が釣合いの位置からずれたときに、一般にずれが十

分小さい場合の系の振舞いを表わす重要なモデルである。小さな摂動として

のずれに対する線形の応答がずれに比例した復元力であるからである。力の

代わりにポテンシャル面を考えるならば、準安定点である極小点周りのポテ

ンシャルを最低次の項で表わしたのが二次曲線である。極小点では定義から

傾きがゼロだからである。

1.4.1 調和振動子の Schrödinger方程式

質量mの粒子の釣合いの位置を原点とし、ずれを xで表わす。古典力学に

おける粒子の角振動数を ω とすると、この調和振動子のポテンシャル V (x)

は

V (x) =
1

2
mω2x2 (1.37a)

復元力 F (x)は

F (x) = − d

dx
V (x) = −mω2x (1.37b)

と表わされる。調和振動子の Hamiltonianは

H =
1

2m

(
p2 +m2ω2x2

)
(1.38)

時間に依存しない Schrödinger方程式は(
− ~2

2m2

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

)
ψ(x) = Eψ(x) (1.39)

となる。また、ここで

x = Q

√
~
mω

(1.40a)

E = ϵ ~ω (1.40b)

のように変位 xの単位を
√

~/mω、エネルギー E の単位を ~ωとして、変位
とエネルギーをそれぞれ無次元量Qと ϵで表わすと、Hamiltonianは無次元

化され、Schrödinger方程式は

1

2

(
− d2

dQ2
+Q2

)
ψ(Q) = ϵψ(Q) (1.41)

となる。



1.4. 調和振動子 11

1.4.2 調和振動子のエネルギー固有値と固有関数

調和振動子のポテンシャルは両側で高さが無限大になるので、固有状態は全て

束縛状態であり、エネルギー固有値は全て離散的である。量子数n = 0, 1, 2, · · ·
を用いると、エネルギー固有値 En と規格化された固有関数 ψn(x)は次のよ

うに表わされる。

En =

(
n+

1

2

)
~ω (1.42a)

ψn(x) =

(
mω

π~

)1/4
1√
2nn!

exp

(
−mω

2~
x2
)
Hn

(√
mω

~
x

)
(1.42b)

ここで Hn(x)は Hermiteの多項式と呼ばれる xの n次多項式である。変位

xを
√

~/mωで規格化した無次元量 Qでの固有関数 ψn(Q)の表現は

ψn(x) =

(
mω

π~

)1/4
1√
2nn!

exp

(
−Q

2

2

)
Hn(Q) (1.43)

であり、

ψn(x) =

(
mω

π~

)1/4
1√
2nn!

(
Q− d

dQ

)n

exp

(
−Q

2

2

)
(1.44)

と表わすこともできる。n = 0から幾つかについての具体的な形は

ψ0(Q) =

(
mω

π~

)1/4

exp

(
−Q

2

2

)
(1.45a)

ψ1(Q) =
√
2

(
mω

π~

)1/4

exp

(
−Q

2

2

)
Q (1.45b)

ψ2(Q) =
√
2

(
mω

π~

)1/4

exp

(
−Q

2

2

)(
Q2 − 1

2

)
(1.45c)

ψ3(Q) =

√
2

3

(
mω

π~

)1/4

exp

(
−Q

2

2

)(
Q3 − 3

2
Q

)
(1.45d)

ψ4(Q) =

√
2

3

(
mω

π~

)1/4

exp

(
−Q

2

2

)(
Q4 − 3Q2 +

3

4

)
(1.45e)

ψ5(Q) =

√
4

15

(
mω

π~

)1/4

exp

(
−Q

2

2

)(
Q5 − 5Q3 +

15

4
Q

)
(1.45f)

調和振動子の幾つかの波動関数が図 1.1の右側に描いてある。左側の一次元

の無限に深い井戸の場合と比べてみよう。両方とも n = 0の節を持たない固

有関数が一番低い固有エネルギーをもつ。nが 2, 3, 4, · · · と増えるに従い、固
有関数の節が一つずつ増えて波形が順々に皺だらけになっていく。

　また、無限遠方でない限りポテンシャルの高さは有限であり、粒子の運

動エネルギーが負となるような古典的に許されない領域に波動関数が染み出

している。波動関数の二階微分が運動エネルギーを表わしているのでこれを
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辿ってみよう。粒子が内側から壁に近づくにつれ波動関数の曲率が小さくな

る。粒子の持つエネルギーがポテンシャルエネルギーと等しくなって運動エ

ネルギーがゼロになるところが波動関数の変曲点で、さらに壁の内部へ進む

と運動エネルギーが負であることに対応して曲率の符号が反転している。

1.4.3 分子振動

具体的な例として、水素分子 H2 と酸素分子 O2 の分子振動を見てみよう。

核間距離 xの関数として核間に働くポテンシャル V (x)は、ある核間距離

xeで極小値をとる。極小点近傍のポテンシャルの形状を二次関数で近似した

のが調和振動子モデルである。調和振動子のポテンシャルは平衡点 xeを境に

左右完全に対称であるが、現実はそうではない。核間距離を xeより短くして

いくと、あるところからポテンシャルは急激に立ち上がって強い反発力が生

じ、二つの原子核は事実上それ以上近づけなくなる。一方、核間距離を xeよ

り長くしていくと、ポテンシャル V (x)の勾配は緩やかになって引力が小さ

くなり、やがてゼロに近づいてゆく。これに伴い、ポテンシャルは解離エネ

ルギーに相当する値に漸近していく。

このような特徴を持つポテンシャルを表すのに、Morseポテンシャルと呼

ばれる次の関数が良く使われる。

V (x) = De

[
1− e−β(x−xe)

]2
(1.46)

使われるパラメーターは次の３個である。

1. x0：平衡核間距離。

2. De：解離のポテンシャルエネルギー。

実際に基底状態にある分子を解離させるのに必要なエネルギーは、零

点エネルギーの分だけ小さい。

3. β：振動のバネ定数 k = mω2 を決めるパラメーター1。
1Morse ポテンシャル V (x) の式 (1.46) を x0 のまわりで展開すると、

V (x) = De

[
+β(x− xe)−

1

2
β2(x− xe)

2 +
1

6
β3(x− xe)

3 − · · ·
]2

= Deβ
2(x− xe)

2 −Deβ
3(x− xe)

3 + · · ·

展開の最低次、二次の項が変位に比例するバネの復元力に対応している。

Deβ
2 =

k

2
=
mω2

2

振動の角周波数 ω は、n = 0 → 1 の振動遷移のエネルギー ∆E = ~ω から求めるので、β は

　β =

√
m

2De
ω = π

√
2m

De

∆E

h
(1.47)

と表わされる。二原子分子 AB の振動では振動子の質量 m は換算質量 µ

µ =
mAmB

mA +mB
(1.48)
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分子 xe (Å) De (eV) β (Å−1) ∆E (eV) µ (kg)

H2 0.74 4.519 1.981 0.5457 1.67353× 10−27

O2 1.208 5.151 2.638 0.1928 2.65602× 10−26

表 1.2: H2 と O2 の分子振動に関係するパラメーター．

水素分子 H2 と酸素分子 O2 について、平衡核間距離 xe、解離のポテンシャ

ルエネルギーDe、バネ定数を決めるパラメーター β、振動遷移のエネルギー

∆E、換算質量 µを表 1.2にまとめた2 3。

基底状態での波動関数の広がりを見積もってみよう。調和ポテンシャルの

底でゼロ点エネルギーを持った粒子が古典的に動ける限界は

1

2
mω2δx2 =

~ω
2
, ~ω = ∆E

より、

∆x = δx− (−δx) = 1

π

√
h

mν
=

h

π
√
m∆E

(1.49)

を得る。数位を代入すると、H2 では ∆x = 0.174 Å、O2 では ∆x = 0.074 Å

となる。H2 の零点振動の幅は平衡核間距離の 24%に達する。O2 では 6%で

ある。

表 1.2のパラメーターを使って書いた、Morseポテンシャル V (x)と底の部

分の曲率に合わせた放物線のポテンシャル (点線)、基底状態の振動の波動関

数を図 1.2に示した。

になることに注意。
2この領域で使われるエネルギーの単位として、電子ボルト eV（一個の電子を 1 Vの電位差

で加速したときのエネルギー）、波数 cm−1（同じエネルギーに相当する真空中の電磁波の 1 cm
当たりの波数）、kJmol−1 が挙げられる。これらの間の関係は以下の通り。

1 eV = 1.60218× 10−19 J 1 cm−1 = 1.98645× 10−23 J

= 8065.5 cm−1 = 0.12398 meV

= 96.4855 kJmol−1 = 11.9627 Jmol−1

= 241.799 THz = 29.9792 GHz

波数 (cm−1)に光速 (c)を掛けると振動数 (ν)に、更に Planck定数 (h)を掛けるとエネルギー
(hν) に換算できる。上に挙げた換算で使う物理定数は以下の通り。

電気素量 e = 1.60218× 10−19 C

光速 c = 2.99792× 108 ms−1

Planck 定数 h = 6.62608× 10−34 J s

Avogadro 数 NA = 6.02214× 1023 mol−1

3 1H と 16O の相対原子量M は 1.007825 と 15.99491、(相対) 原子量は 12C 原子一個の
質量の 1/12、1.6605402× 10−27 kg に対する比である。
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図 1.2: 等核二原子分子の分子振動．(左)水素分子．(右)酸素分子．Morse型

のポテンシャル曲線と、調和振動子近似による振動の基底状態と第一励起状

態を示す．

1.4.4 長さ 1 mの古典振り子

柱時計で時を刻んでいるような、長さ L = 1 m、質量m = 1 kg、の振り

子の零点振動の大きさと、振り幅が ±0.1 radのときの量子数 nを求めてみ

よう。鉛直下向きから測った振り子の振れの角度を θとすると、運動の方程

式は

mL
d2

dt2
θ = −mg sin θ = −mg

(
θ − 1

6
θ3 +

1

120
θ5 − · · ·

)
最低次の変位に比例した復元力だけ残すと (曲率で決まる調和ポテンシャル

で近似) 4、振り子の運動の方程式と固有角振動数5ωは

mL
d2

dt2
θ = −mgθ, ω =

√
g

L
(1.50)

Hamiltonianは

H =
1

2
mL2

(
dθ

dt

)2

+
1

2
mgθ2 (1.51)

4θ が 0.1 rad(5.73 度) のとき、99.8%まで第一項が表している。

sin θ = + 0.1 (θ) (=0.1)

− 0.001/6 (θ3/3!) (=0.099833333)

+ 0.00001/120 (θ5/5!) (=0.099833416)

− · · · · · ·
= 0.099833417

5振り子の振動数 ν は ν =
1

2π

√
g

L
= 0.498 Hz。二桁の精度で L = 1 m の振り子は 0.5

Hz、25 cm の振り子は 1 Hz になる。
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零点エネルギー相当の振れ幅は

1

2
~ω =

1

2
mgθ20 より θ0 =

√
h

2πm
√
gL

数値を代入してみると、θ0 = 5.8 × 10−18 rad、重りの移動距離は Lθ0 =

0.0058 fm。原子核の大きさよりも小さい。次に、θmax = 0.1 radに相当する

量子数 nは(
n+

1

2

)
~ω =

1

2
mgθ2max より n =

πm
√
gL θ2max

h
− 1

2
=

1

2

(
θ2max

θ20
− 1

)
nの値は 1.5× 1032 にも上る。振り子が描く円弧の長さは 2Lθmax = 20 cm。

その中に節が n個存在することになり、隣り合う節の間隔、つまり存在でき

ない地点の間隔は∆x = 1.3× 10−33 m。∆xは存在できる場所の間隔と解釈

することもでき、この視点に立てば、振り子が存在できる場所の間隔は事実

上無限小で、振り子の位置は連続変数で表わして良いことを示している。

1.5 水素原子

水素原子は、中心力で束縛された粒子の量子力学の代表例であり、最も簡

単な電子一個の束縛系である。

1.5.1 電子の不確定性関係と基底状態の水素原子の大きさ

この系の基底状態のエネルギーと波動関数の広がりを見積もってみよう。

敢えて Schrödinger方程式を解かずにどれほどのことが言えるか？

この１電子原子が基底状態にあるときの「半径」を r0 としよう。その意

味は、電子が原子核から距離 rのところにある確率は r > r0 のとき小さく、

r < r0のとき無視できない値をとるということである。粗っぽくは、半径 r0

の球の内部で確率密度が一様だというモデルになる。

明らかに、r0が小さくなるほど静電引力を表わすポテンシャル・エネルギー

の平均値 ⟨V ⟩は小さくなる (負の大きな値になる)。それは −e2/4πϵ0r0 の程
度である6。これだけだと電子は Coulomb引力に引き込まれて原子核と一体

6この節で初めて現れる物理定数は、真空の誘電率 ϵ0 と電子の質量 me である。このうち、
ϵ0 は真空の透磁率 µ0 とともに、点電荷に関する Coulomb の法則と電流に関する Ampère の
法則に現れる。

F =
1

4πϵ0

q1 q2

r2
ϵ0 = 8.85419× 10−12 C2 N−1 m−2 (1.52)

F =
µ0

2π

I1 I2

r2
µ0 = 4π × 10−7 NA−2 (1.53)

光速 c と、ϵ0、µ0 との関係は

c =
1√
ϵ0µ0

= 2.99792× 108 m/s (1.54)
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となってしまう。これを妨げているのが電子の位置と運動量の不確定性関係

である。電子が半径 r0 の球の内部に局在するために、運動量の標準偏差は

~/r0 より小さくなることはできない。このため平均運動エネルギー ⟨T ⟩は
少なくとも ~2/2mer

2
0 の値を持ち、r0が小さくなるほど大きくなる。それゆ

え、r0 に対する増減の振舞いが逆の二つの量の和である平均全エネルギー

⟨H⟩ = ⟨T ⟩+ ⟨V ⟩、

⟨H⟩ = ~2

2mer20
− 1

4πϵ0

e2

r0
(1.56)

は、或る r0 の値で極小となる。極小点の r0 とそのときのエネルギーが基底

状態における波動関数の広がりの程度とエネルギーの大きさを表わす。平均

全エネルギーが最小となる r0は Bohr半径と呼ばれ、記号 a0が用いられる。

a0 =
4πϵ0~2

mee2
= 0.52918 Å (1.57)

また、このときの平均全エネルギーの最小値

E1 = −1

2

mee
4

16π2ϵ20~2
= −13.61 eV (1.58)

は偶然であるが水素原子の基底状態のエネルギーに厳密に一致する。

1.5.2 水素原子の Schrödinger方程式

水素の原子核に対する電子の相対運動は、クーロン・ポテンシャルを V (r)

として次の Hamiltonianで表わされる。

H =
p2

2me
+ V (r) (1.59)

時間を含まない Schrödinger方程式は

Hψ(r) =
[
− ~2

2me
∇2 + V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r) (1.60)

である。座標原点からのクーロン力のように球対称な中心力場 V (r)におか

れた粒子の運動は、極座標 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

(1.61)

を用いると動径成分と角度成分に変数分離できる。Laplacianを極座標で書

き下すと、運動エネルギーの演算子 T は

T = − ~2

2me
∇2 =

1

2me

(
p2r +

l2

r2

)
(1.62)

である。電子の質量 me は
me = 9.10939× 10−31 kg (1.55)



1.5. 水素原子 17

となる。ここで pr は動径運動量と呼ばれ、直交座標系における運動量の成分

とは異なることに注意。

pr =
~
i

1

r

∂

∂r
r (1.63)

また、lは角運動量

l = r × p =
~
i
(r ×∇) (1.64)

で、演算子 l2 は

l2 = − ~2

sin2 θ

[
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

∂2

∂ϕ2

]
(1.65)

と表される。極座標表示での Schrödinger方程式は[
p2r
2me

+
l2

2mer2
+ V (r)

]
ψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ) (1.66)

となる。この Schrödinger方程式で角変数を含むのは l2だけであり、波動関

数を動径 rの関数と角度 θ, ϕの関数に分けることができる。

角運動量と球面調和関数 角度 θ と ϕの関数である球面調和関数 Y m
l (θ, ϕ)

は、角運動量の大きさの二乗 l2 と z軸成分に共通な同時固有関数である。

l2Y m
l (θ, ϕ) = l(l + 1)~2Y m

l (θ, ϕ) l = 0, 1, 2, . . . (1.67a)

lzY
m
l (θ, ϕ) = m~Y m

l (θ, ϕ) m = −l, · · · ,+l (1.67b)

1.5.3 動径方程式と動径関数

二つの角変数が関わった角運動量の二乗の固有値、固有関数が分ったので、

Schrödinger方程式 (1.66)の解は

ψ(r, θ, ϕ) = Y m
l (θ, ϕ)χl(r) (1.68)

と、角度部分と動径部分の積で表される。

動径方程式 動径部分の関数 χl(r)を

χl(r) =
yl(r)

r
(1.69)

と書くと、yl(r)についての方程式は[
− ~2

2me

d2

dr2
+
l(l + 1)~2

2mer2
+ V (r)

]
yl(r) = Eyl(r) (1.70)

となる。この方程式では動径運動量が普通の一次元の運動量の形になり、あ

たかも一次元の Schrödinger方程式のような形をしている。本来三次元の運
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図 1.3: 水素原子の動径波動関数 χnl(r)

動であるので、残る二つの次元の運動に関する部分はただ消えたのではなく、

ポテンシャル V (r)の付加項のように見える l(l+1)~2/2mer
2の項に姿を変え

ている。この項は、遠心力を生み出すポテンシャルの形をしているので、遠

心力という見かけの力を生み出す見かけのポテンシャルと捉えると分りやす

い。図 1.3中 lが 1と 2の図には Coulombポテンシャルにこの見かけの項を

加えた有効ポテンシャルが書き加えられている。l ̸= 0では電子は回転運動の

ために rが小さいところで有効ポテンシャルが浅くなり、遠心力にしたがっ

てできるだけ遠ざかろうとする。このように、有効ポテンシャルが角運動量

に依存するので、動径部分の解は角運動量量子数 lに依存し、更に nという

量子数をもつ。従って、エネルギー固有値も一般には二つの量子数 nと lに

依存する。一方、量子数mは動径部分の方程式に表れないので、固有エネル

ギーはmには依存しない。量子数mは−lから lまでの 2l+1個の整数を取

るので、ある固有エネルギーEnlを取る固有状態は少なくとも 2l+1個ある。

動径波動関数 クーロン引力のポテンシャル V (r)は、原子核の電荷を Z と

して

V (r) = − 1

4πϵ0

Ze2

r
(1.71)

である。このときの動径部分の解 χnl(r)を次式に示す。量子数 nは 1, 2, 3, · · ·
の整数、lは 0から n− 1までの整数である。

χnl(r) = Nnl

(
2Zr

na0

)l

L2l+1
n−l−1

(
2Zr

na0

)
exp

(
− Zr

na0

)
(1.72)

n = 1, 2, 3, · · ·

l = 0, · · · , n− 1



1.5. 水素原子 19

χnl(r)は大雑把には rの多項式と rの減衰指数関数の積の形をしており、Nnl

は規格化定数、Ls
r(ρ)は ρの多項式で、Laguerreの陪多項式という。動径波

動関数のいくつかの例を図 1.3に挙げる。

動径関数の節 動径方向の運動に対する有効ポテンシャルには角運動量の大

きさに応じた遠心力項が加わっている。量子数 lが同じで有効ポテンシャル

が同じである動径関数を並べてみると、やはりその中でエネルギーが一番低

い状態は節を持たず、二番目、三番目とエネルギーが高くなるにつれ節の数

が一個ずつ増えている。

角運動量量子数 lによる電子状態の名称 角運動量量子数 lは方位量子数と

も呼ばれるが、l = 0, 1, 2, · · · に対応して軌道の名称には s, p, d, · · · が使わ
れる。この記号は分光学の慣習に由来している。水素原子の n = 2, l = 0に

相当する状態から n ≥ 2, l = 1に相当する状態への遷移がよく目立つので、

principal seriesと呼ばれた。このことから l = 1の状態を pで表わす。同様

に、n = 2, l = 1に相当する状態から n ≥ 3, l = 0に相当する状態への鋭

い吸収線は sharp seriesと呼ばれたので l = 0の状態を sで表わす。さらに、

n = 2, l = 1から n ≥ 3, l = 2へのぼやけた吸収線は diffuseなため、l = 2

の状態を dで表わす。

固有エネルギー 固有関数 χnl(r)に対する固有エネルギーは

En = − meZ
2e4

32π2ϵ20~2
1

n2
(1.73)

である。水素原子に対しては、Rydberg定数 R∞
7を使って

En = −R∞

n2
(1.75)

R∞ = 109737 cm−1 = 13.61 eV (1.76)

と表される。

縮退 波動関数の空間分布は nが同じでも lが異なると大きく違う。それにも

かかわらずエネルギーは量子数 nだけに依存し、lに依らない。これは系の対
7スウェーデンの数学者、物理学者であった Johannes Rydberg (1854-1919) が 1890 年に

それまでのスペクトル線の波長測定を元に決定した値は 109721.6 cm−1 であった。この時点で
は実験で決められた単なる定数に過ぎなかったが、1915年の Bohrの理論によって初めて me、
e、h、c を使って表わされ、基本的な物理定数の一つとなる。Rydberg 定数の精密測定は今日
まで脈々と続けられている。1997 年には Theodor W. Hähsch (1941 - ) らのグループが水素
原子の 1S から 2S への二光子遷移を使って

R∞ = 109737.31568639± 0.00000091 cm−1 (1.74)

という測定結果を得ている（Th. Udem, A. Huber, B. Gross, J. Reichelt, M. Prevedelli, M.
Weitz, and T. W. Hänsch, Phys. Rev. Lett. 79 (2007) 2646.）。こうしたレーザーによる精
密測定の功績により、Hänsch らは 2005 年のノーベル物理学賞を受けている。
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称性とは関係がなく、ポテンシャルが 1/rのクーロン型であるという事情によ

る。このように、対称性以外の系の性質でたまたま特殊事情として生じる縮退

を「偶然縮退」という。これに対し、同じ lの中の 2m+1個の状態の縮重は、

ポテンシャルが角変数に依存しないという系の球対称性から必然的に要請さ

れるものである。まとめると、ある nに対して取り得る lが 0, 1, · · · , n− 1、

ある lに対して mは −l, · · · ,+lを取り得るので、縮重度は
∑n−1

l=0 (2l + 1)、

すなわち n2 である。
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第2章 同種粒子と置換群

2.1 代数系

量子力学的状態を表わすのが波動関数という複素関数である。この状態関

数の集まりは Hilbert空間という複素ベクトル空間を張るという。この抽象

的な空間の代数学的定義を見る前に、より単純で基本的な代数系からはじめ、

段階的により複雑な空間へ進むことにする。最初に一番単純な代数系である

群を紹介する。群のなかにも幾つか量子力学の根本にかかわりを持つ重要な

ものがあることに気づく。

「和」や「積」などの演算を思い浮かべると、それは「整数」、「実数」、「実

ベクトル」、「複素行列」などさまざまな集合の中で行われるが、どれもある

二つの元 (要素)から別の元への対応付けるもの (二項演算子)である。そし

て、たとえば和について考えると、他のどの元と組み合わせて演算しても演

算結果がその元であるような特別な元 (零元)が存在する、など、複数の集合

に共通の性質があることに気づく。ある演算が定義された集合に共通な性質

を調べるのが現代の抽象代数学であり、演算がその中で定義された集合のこ

とを代数系と呼ぶ。ここで

ある集合 Gで定義される演算 ◦とは、
任意の元 ∀a, b ∈ G に或る元 ∃c ∈ G を対応付けることである。

これを a ◦ b = c と表わす。

演算が一種類だけ定義された集合が群である。

2.1.1 群と可換群の定義

演算 ◦が定義された集合 Gにおいて

i. 結合則 ∀a, b, c ∈ G a ◦ (b ◦ c) =(a ◦ b) ◦ c (2.1a)

ii. 単位元 ∀a ∈ G, ∃e ∈ G a ◦ e =e ◦ a = a (2.1b)

iii. 逆元 ∀a ∈ G, ∃a′ ∈ G a ◦ a′ =a′ ◦ a = e (2.1c)

が満たされるとき、集合 Gは演算 ◦に対して群をなすという。またさらに

iv. 交換則 ∀a, b ∈ G a ◦ b = b ◦ a (2.1d)

が満たされるとき、この群を可換群という。
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2.2 置換群と同種粒子系の波動関数

2.2.1 置換群

量子力学に関係する群として、まず置換群を取り上げよう。この群の元は、

n個のものの並び方の順序を変える操作であり σ = [ijk · · ·m]と表記する。i

からmは実際に並びに変化があった位置を示し、i番目の位置にかつて j 番

目の位置にあったものが入り、j 番目の位置にかつて k 番目の位置にあった

ものが、· · ·、m番目の位置にかつて i番目の位置にあったものが入ることを

意味する。例として 3枚のトランプを考えよう。左から右へ 1、2、3と番号

をつけた位置に左から ♣、♢、♡のトランプが並んでいるとする。たとえば
操作 σ3 = [123]は、トランプの並び方を ♣♢♡から ♢♡♣に変える。

♣♢♡ [123]−−−−→ ♢♡♣ (2.2)

一般に 3個以上の入れ替えが関わる [123]のような操作を循環置換と呼ぶ。循環

置換ではどの位置からはじめても結果は同じであり、[123] = [231] = [312]で

ある。2個を入れ替えて残りはそのままにする操作は互換と呼ばれ、σ2 = [13]

のように記す。こうした操作の間に定義された演算とは、二つの操作を相次

いで行うことで、操作 σaの後に σbを行うことを σb ◦σaと記す。置換群では
交換則は成り立たない。σb ◦ σa と、順序を逆にした σa ◦ σb とは一般に結果
が違う。単位元は何もしない操作で恒等置換と呼ばれ σE = E で表わす。こ

うした操作の総数は、恒等操作も含めて全部で n!個あり、n次の対称群と呼

んで Sn と書く。例として、二次と三次の対称群は下のようになる。

S2 =
{
E, [12]

}
(2.3a)

S3 =
{
E, [123], [132], [12], [23], [31]

}
(2.3b)

2.2.2 互換と偶置換、奇置換

対称群の基本的な性質として、任意の置換操作 ∀σは互換の繰り返しで表現
できることが知られている。そして、表現するのに必要な互換の数の偶奇は

σごとに一意に決まっていて、偶数個必要な置換操作を偶置換、奇数個必要

な置換操作を奇置換と呼ぶ。対称群は同じ数の偶置換と奇置換から成る。す

なわち n位の対称群 Snは n!個の置換操作からなるが、半数が偶置換、残り

の半数が奇置換である。単位元である恒等置換Eは偶置換であり、n!/2個の

偶置換は部分群を形成する。たとえば群 S3の中でE, [123], [132]の三個が偶

置換であり、この三個だけで群をつくる。置換操作 σが偶置換か奇置換かを

表わす符合を置換の符号と呼び sgnσで表わす。

sgnσ =

 1 σが偶置換のとき

−1 σが奇置換のとき
(2.4)
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2.2.3 多変数関数の変数置換

ここで、置換操作として n変数関数の変数の入れ替えを考える。n変数関数

f(x1, x2, · · · , xn)の中で 1番目、2番目、· · ·、n番目の変数を x1、x2、· · ·、
xn とすると、置換操作 σ = [ijk· · ·m] = [σ(m)σ(i)σ(j)σ(k) · · · ]を施すと、
関数 f の i番目の変数には j = σ(i)番目だった変数が割りあてられ、j 番目

の変数には k = σ(j)番目だった変数が割りあてられ、· · ·、m番目の変数に
は i = σ(m)番目だった変数が割りあてられる。

f(x1, x2, · · · , xn)
[ijk···m]−−−−−−→ f(xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(n))

f(x1, x2, x3) = x1x2 sinx3 を例にとり、f(x, y, z) = xy sin z に [12]と [123]

を続けて作用させてみよう。

xy sin z
[12]−−−→ yx sin z

[123]−−−−→ zy sinx

[123][12]
(
xy sin z

)
= [123]

(
yx sin z

)
=
(
zy sinx

)
関数 f(x1, x2, x3) = x1x2 sinx3は、互換操作の一つ [12]ではその関数形を変

えないが、置換操作 [123]ではその形を変え、別の関数になる。このように、

一般には σf ̸= f だが、n変数関数の中には n次の全ての置換操作 ∀σ ∈ Sn

に対して関数形が変わらない対称関数と、作用させた置換 σの符号 sgnσに

応じてその符号を変える反対称関数が存在する。

対称関数 ∀σ ∈ Sn σfs(x1, x2, · · · , xn) = fs(x1, x2, · · · , xn)
(2.5a)

反対称関数 ∀σ ∈ Sn σfa(x1, x2, · · · , xn) = sgnσ fa(x1, x2, · · · , xn)
(2.5b)

2.2.4 同種粒子系の交換縮重

対称関数と反対称関数は、多粒子系の波動関数における同種粒子の非区別

性に深く関わっている。

n個の同種粒子を含む系を考え、そのHamiltonianをH(x1, · · · , xn; t)、固
有波動関数をΨ(x1, · · · , xn; t)とする。同種粒子の間の置換操作 [ i j ]は何れ

もこの力学系に変化をもたらさないのでHは変わらない。このことはとりも
なおさず全ての置換操作 σがHと可換であることを意味する1 。

∀σ ∈ Sn [σ, H] = 0 (2.7)
1置換操作でHは変わらないので、(波動関数に)Hを演算してから置換操作をほどこしても、

置換操作をほどこしてから H の演算を行っても結果は変わらない。

σH = Hσ ⇔ [σ, H] = 0 ⇔ σHσ−1 = H (2.6)
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したがって、Ψ が Hの固有関数であるならば、n!個の全ての置換操作につ
いて σΨ もまた同じ固有値を持つ Hの固有関数である。このことを交換縮
重という。Hは Schrödinger方程式を通して系の時間変化を支配しているの

で、系の時間変化の法則は置換に対して不変である2。

粒子の非区別性による交換縮重の議論は、Hだけに限ったことではない。
系のあらゆる物理的オブザーバブルに対して成り立つ。逆の言い方をすれば、

系の Hamiltonian Hをはじめ、全ての物理的オブザーバブルが
n粒子のあらゆる置換操作と可換である (置換に関して不変)とき、

その n粒子を同種である (量子力学的に区別できない)という。

一般に、量子力学的状態は、観測可能な物理量を測定することで規定され

る。n個の同種粒子系では、オブザーバブルで区別できる量子力学的状態は、

それぞれ最大 n!重に交換縮重しているのだろうか？

ここで、置換操作で波動関数が変わってしまうと早とちりしてはいけない。

系の Hと置換操作が交換するということは Hの固有関数は、同時に置換操
作の固有関数にすることができることを意味する。また逆に、置換操作の固

有値を共有する関数の中から適当な線形結合を選ぶことでHの固有関数がつ
くれるはずである。まず、最も簡単で縮重がない、同種二粒子系を考えてみ

よう。

2.2.5 同種二粒子系

二個の粒子の空間座標を x1、x2 とし、系の波動関数を ψ(x1, x2)とする。

系の置換操作がつくる群は二次の対称群 S2 である。

S2 =
{
E, [12]

}
(2.3a)

置換操作は、何もしない恒等操作を除けば交換操作 [1, 2]だけである。同じ交

換操作を二回繰り返すと元に戻る ([12]2 = E)ので、交換操作 [12]の固有値

は±1である。交換操作を波動関数に施すと、一般には関数の形が変わってし

まう。つまり交換操作に関して固有関数になっていない。そうした関数の一

つを ψ(x1, x2)とすると、[12]ψ(x1, x2) = ψ(x2, x1) = ϕ(x1, x2) ̸= ψ(x1, x2)

である。ψ(x1, x2)から二つの固有関数をつくると、

Ψs(x1, x2) = ψ(x1, x2) + ψ(x2, x1) (2.10a)

Ψa(x1, x2) = ψ(x1, x2)− ψ(x2, x1) (2.10b)

2Schrödinger 方程式

i~
∂

∂t
Ψ = HΨ (2.8)

の両辺に置換操作 σ をほどこし、[σ, H] = 0 を使うと

i~
∂

∂t
σΨ = σHΨ = HσΨ (2.9)

この式は σΨ が H の固有関数であることを示している。
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となる (規格化は省略)。この二つが H の固有関数だとしたら、そのエネル
ギー固有値 Es と Ea は、偶然に一致する場合 (偶然縮退)を除いて異なる。

ψ(x1, x2)という一つの波動関数から出発しているのに、対称化するだけでど

うしてエネルギー固有値が違ってしまうのか？それは 2体の相対的な空間分

布が異なるからである。2体の相関が異なる、という言い方もできるだろう。

空間分布が異なることは、二体が同じ空間位置 ξ = x1 = x2 を占める確率を

見れば納得できよう。対称な関数では Ψs(ξ, ξ) = 2ψ(ξ, ξ)であるのに対し、

反対称な関数では Ψa(ξ, ξ) = 0、空間内の何れの場所においても二体が同じ

位置を占める確率はゼロである。これをフェルミ孔と呼ぶこともある。この

違いが二体間の相互作用の違いとなり、エネルギー固有値が異なってくるこ

とは明らかだろう。

2.2.6 2個の 1/2スピン

2個の同種粒子系において、空間座標は忘れて今度はスピンの自由度に注目

してみよう。スピン 1/2の粒子二個からなる系を考える。ヘリウム原子を構

成する二個の電子、水素分子を構成する二個の水素原子核や二個の電子、な

どがこの例に当たる。1/2スピンの二つの固有状態、z軸射影が 1/2と−1/2

である状態を |α⟩と |β⟩と書き、合成スピン s = s1+s2の固有状態を |s,ms⟩
で表わすと、

|1,+1⟩ = |αα⟩ (2.11a)

|1, 0⟩ =
1√
2

(
|αβ⟩+ |βα⟩

)
(2.11b)

|1,−1⟩ = |ββ⟩ (2.11c)

|0, 0⟩ = 1√
2

(
|αβ⟩ − |βα⟩

)
(2.12)

粒子の交換に対する対称性は、合成スピンが S = 1の状態 |1,ms⟩が対称 (+)、

S = 0の状態 |0, 0⟩が反対称 (−)で、合成スピン S の大きさに応じた交換対

称性を持つ同時固有関数になっている。

先の空間波動関数の対称化を振り返ると、|+−⟩から対称性を持った波動
関数をつくっていたことになる。二個の粒子が同じ状態を閉める | + +⟩と
| − −⟩からは反対称関数はつくれない。

2.2.7 Bose粒子とFermi粒子

今までの議論を n粒子系に一般化しよう。

Hが全ての置換操作と可換であることは、Hの固有関数であると同時に置
換操作の固有関数であるような規格直交系が存在することを示している。置
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換操作としてとくに互換 [ i j ]に注目する。

[ i j ]Ψ(· · · , xi, · · · , xj , · · · ) = Ψ(· · · , xj , · · · , xi, · · · ) (2.13)

この互換操作をもう一度繰り返すと波動関数は元へ戻る。つまり全ての互換

操作において

[ i j ]2 = E (2.14)

である。したがって、いかなる互換操作もその固有値は +1と −1である。

互換操作の固有値について、粒子の種類に応じてどちらか一方の固有値し

か取らない、というのが実験事実である。同種粒子 2個の交換で波動関数が

変わらないもの (固有値 +1)を Bose粒子、波動関数が符号を変えるもの (固

有値 −1)を Fermi粒子という。

Bose粒子 [ i j ]Ψ(· · · , xi, · · · , xj , · · · ) = Ψ(· · · , xj , · · · , xi, · · · )
(2.15a)

Fermi粒子 [ i j ]Ψ(· · · , xi, · · · , xj , · · · ) = −Ψ(· · · , xj , · · · , xi, · · · )
(2.15b)

Bose粒子は整数の角運動量をもち、Fermi粒子は半整数の角運動量をもつ。

たとえば光子はスピン角運動量が 1のBose粒子であり、電子は 1/2のスピン

角運動量をもつ Fermi粒子である。複合粒子もその角運動量がきめている。

陽子や中性子のスピン角運動量は 1/2であるが、2個の陽子と 2個の中性子

からなるヘリウムの原子核はスピンが０である。また電子基底状態にあるヘ

リウム原子の 2個の電子の合成スピンは０、合成軌道角運動量も０なので、

基底状態のヘリウム原子は角運動量０の Bose粒子として振舞う。

全ての置換操作がある決まった数の互換を行えば達成できるので、同種粒

子の波動関数は互換だけでなく任意の置換操作についてその対称性が決まっ

ている。

Bose粒子 ∀σ σΨ = Ψ (2.16a)

Fermi粒子 ∀σ σΨ = (sgnσ)Ψ (2.16b)

波動関数は Bose粒子の場合対称関数、Fermi粒子の場合反対称関数でなけれ

ばならない。特に対称性を持たない一般の関数から対称、反対称関数を作り

出すのが対称化演算子、反対称化演算子である。

対称化演算子 PS =
1

n!

∑
σ∈Sn

σ (2.17a)

反対称化演算子 PA =
1

n!

∑
σ∈Sn

(sgnσ)σ (2.17b)
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2.2.8 反対称化と行列式

反対称化演算子は n × nの正方行列の行列式の定義と似ている。実際、n

次元正方行列Aの行列式の定義は

detA =
∑
σ

sgnσ
n∏

i=1

Ai σ(i) (2.18)

で与えられる。n × n次元行列 Aの全ての行から一個ずつ、置換操作 σ に

従って行番号 iに結びついた列番号 j = σ(i)にある行列要素 Aij = Ai σ(i)を

拾い出して n個の積を取る。これを n!個の全ての置換について行い、それぞ

れの置換の符号 sgnσ を込みにして和をとる、というのが行列式の成り立ち

である。ここで行列の全ての行を同じにして行の添え字をなくしてしまえば、

n個の変数の並び替えとなり、反対称化演算子を n個の変数の積 a1a2 · · · an
に作用させているのと同じになる3。

2.2.9 独立粒子近似とPauliの排他律

同種粒子系は普通、粒子間の相関は弱いというモデルから出発することが

多い。ある粒子の状態を記述するのに他の粒子の変数 (座標、スピンなど)は

顕には関わってこないという立場である。つまり、相互作用は相手の粒子の

自由度に関して平均をとり、ポテンシャルの一部として取り込めば個々の粒

子はあたかも相互作用がないかのように振舞う、と考えるのである。このよ

うに同種粒子系を独立に振舞う粒子の集まりと捉えると、その波動関数は、

含まれる n個の一粒子関数 ψa(xi)の積となる。

ψa(x1)ψb(x2) · · ·ψn(xn) (2.19)

この関数に対称化、あるいは反対称化演算子を作用させれば Bose粒子ある

いは Fermi粒子の波動関数が出来る。Fermi粒子の場合、ここにおいて行列

3n× n 行列 A の全ての行を同じにするということは、一つの列には同じ変数が並ぶという
こと。

∀i, j Aij = aj

もはや行に依存しなくなった行列要素を aj と書くと、行列式は

detA =
∑
σ

sgnσ
[
aσ(1)aσ(2) · · · aσ(n)

]
=

∑
σ

(sgnσ)σ
[
a1a2 · · · an

]
= n!PA

[
a1a2 · · · an

]
となる。
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式が再び登場する。

√
n!PA

(
ψa(x1)ψb(x2) · · ·ψn(xn)

)
=

1√
n!

∑
σ∈Sn

(sgnσ)σ
(
ψa(x1)ψb(x2) · · ·ψn(xn)

)

=
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψa(x1) ψa(x2) · · · ψa(xn)

ψb(x1) ψb(x2) · · · ψb(xn)
...

...
. . .

...

ψn(x1) ψn(x2) · · · ψn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.20)

行の添え字は今度は一粒子状態を識別する標識となる。このようにしてつくっ

た行列式の形をした Fermi粒子系の波動関数を Slater行列式と呼び、規格

化因子も含めて
1√
n!

∥∥∥ψa(x1)ψb(x2) · · ·ψn(xn)
∥∥∥ (2.21)

などと略記される。

Slater行列式の中で仮に同じ一粒子状態が二度現れるとすると、その二つ

の交換に対して波動関数の内容は変わらないが行列式全体の符号が反転する。

このことは波動関数がゼロ、つまり状態として存在しえないことを示してい

る。つまり、

二個の Fermi粒子が同一の一粒子状態を占めることはできない

ことを意味し、Pauliの排他律として知られている。

2.2.10 ヘリウム原子

Fermi粒子系の具体例として、ヘリウム原子を構成する 2個の電子の量子

状態を考える。系の Hamiltonanは、それぞれの電子の運動エネルギー Ti、
それぞれの電子と原子核の間のCoulomb相互作用 Vi、と電子間相互作用 V12

である。

H = T1 + V1 + T2 + V2 + V12 (2.22)

仮に電子間の相互作用 V12 = e2/r12がなければ、二つの電子は独立でそれぞ

れが水素原子と同様の一電子原子として振舞い、系のエネルギーは単純に二

個の電子の和、波動関数は二つの水素様一電子軌道の積になる。違うのは中

心電荷が Z = 2 になることだけである。水素様の一電子軌道を、分光学で使

われる名称にしたがい、n = 1を 1s、(n, l) = (2, 0)を 2s、(n, l) = (2, 1)を

2pと呼ぶことにする。そうすると、ヘリウム原子の基底状態は 1sに 2個、第

一励起状態は 1sと 2pに一個ずつの電子配置となる。スピンも含めて反対称

化された波動関数は
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基底状態 Ψ(S0) = ψ1s(1)ψ1s(2)× |S = 0⟩

励起状態


Ψ(S1) =

1√
2

(
ψ1s(1)ψ2p(2) + ψ2p(1)ψ1s(2)

)
× |S = 0⟩

Ψ(T1) =
1√
2

(
ψ1s(1)ψ2p(2)− ψ2p(1)ψ1s(2)

)
× |S = 1⟩

となる。電子スピンの状態については、s = 0の状態は副準位が 1個なので一

重項 (singlet)と呼び、記号 Sを使う。s = 0の状態は副準位が 1個なので三

重項 (triplet)と呼び、記号 Tを使う。基底状態は同じ空間軌道を二個の電子

が占めるので、波動関数の空間部分は対称関数であり、スピン部分は反対称

である S = 0になる。ほとんどの分子は基底状態で一つの空間軌道を 2個の

電子が占める電子は位置を取っており、このため基底状態のスピンは S = 0、

すなわち一重項である。身近な例外が酸素分子で、酸素分子の基底状態は三

重項である。ヘリウム原子の励起状態は二つの空間軌道が異なるために二通

りの状態が実現する。エネルギー期待値を計算すると、

E(S1) = E(1s) + E(2p) + J +K (2.23)

E(T1) = E(1s) + E(2p) + J −K (2.24)

となる。はじめの二項が Z = 2の一電子系、He+のエネルギー固有値で、後

ろの J ±Kが相互作用 V12 = e2/r12に由来する項である。相互作用の中身は

J =

∫
d3x1

∫
d3x2

∣∣ψ1s(1)
∣∣2V12

∣∣ψ2p(2)
∣∣2 (2.25)

K =

∫
d3x1

∫
d3x2ψ

∗
1s(1)ψ2p(1)V12ψ

∗
2p(2)ψ1s(2) (2.26)

J は 1sを占める電子と 2pを占める電子の間の反発と古典的に解釈できる部

分でクーロン積分と呼ばれ、K は交換積分と呼ばれ、正の値を持つことが示

せる。(1s)1(2p)1 の電子配置を持つ第一励起状態は、スピンが一重項と三重

項の二つに分かれ、三重項の方がエネルギーが低い。スピン三重項と結びつ

く反対称な空間波動関数が Fermi孔を持ち、二つの電子が近付かないことと

符合している。

　電子基底状態が一重項 (S0)で、第一電子励起状態では一重項 (S1)より

三重項 (T1)の方がエネルギーが低い、という電子構造は有機分子一般に広く

見られる。可視光領域での電磁波と分子との相互作用は、専ら振動電場と電

子との相互作用で、分子内のスピンとの磁気的相互作用は無視できる。それ

ゆえ、光学遷移で分子内のスピンは変わらず、S が変化する遷移は禁制であ

る。光をよく吸収し発光も強い、いわゆる色素分子の光吸収は、基底状態 S0

から励起一重項状態 S1に向けて起こる。その逆過程として、発光が S1状態

から S0状態に向けて起こる。この発光過程を蛍光と呼び、その典型的な時定

数、すなわち状態の輻射寿命は 10 ns程度である。光を受け、S1 状態に移っ

た分子のごく一部は発光する前に分子内の相互作用でスピン状態が異なるT1

状態に移る。このとき、余剰エネルギーは原子核の運動 (分子の振動、回転)
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を通して外界へ流れる。分子はT1状態からもわずかに発光し、これを燐光と

呼んでいる。その寿命は µsからmsと広い範囲にまたがる。

2.3 点群

分子分光学で活躍するのが (分子)点群である。この群の元は回転、鏡映、

反転など分子に対する幾何学的な操作の中で分子の姿を変えないような操作

である。群の元の間に定義された演算は、置換群と同じく二つの操作を相次い

で行うことである。直線状の二酸化炭素CO2、正四面体形のメタンCH4、平

面正六角形のベンゼン C6H6 など分子の幾何学的な対称性を表わすのが点群

で、群のすべての元で変わらない点がある (反転操作があれば反転中心、向き

が違う回転対称軸が複数あればそれらの交点、などは全て一点で一致する)。

点群の操作を分子に施すと、姿は元と区別が付かず、同種原子の番号だけ

が入れ替わることになる。このことが示すとおり、分子の点群と置換群の間

には密接な関係がある。また、分子結晶の対称性は、点群に結晶格子の整数

倍の平行移動の操作を加えて組み合わせたた結晶群で表わされる。
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同種粒子の置換操作は、粒子の区別がつかない (非区別性)がゆえに物理系

が元と同じに見え、区別がつかない。幾何学的な外形を変えない操作を対称

操作と呼ぶのと同じ意味で、置換操作も対称操作の一種である。置換や鏡映

のほか、回転、並進、などさまざまな種類の対称操作はそれぞれ群をつくる。

それらに共通な性質を知っておくと物理の見通しがよくなる。

3.1 有限群

元の数が有限個の群について考える。

3.1.1 点群の対称操作

アンモニア分子NH3分子を例に幾何学的な対称操作、すなわち分子を元の

分子と区別できない形へもたらす操作、を考える。こうした操作は以下に示

す六つである。空間に固定された x (e1), y (e2), z (e3)軸を用意し、アンモニ

ア分子の三つの水素原子の位置を 1から 3の番号をつけて、H1 = (1, 0, 0)、

H2 = (−1/2,
√
3/2, 0)、H3 = (−1/2, −

√
3/2, 0)とする。Ｎ原子は z (e3)軸

上正の位置 (紙面手前側)に置く。水素原子の番号は座標軸を基準に定めたも

ので、分子につけた番号ではないことに注意。このとき六つの対称操作は

H1N

H2

H3 σ2

σ3

y (e2)

σ1 x (e1)

C3

C3

_

図 3.1: アンモニア分子の対称操作
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表 3.1: 群 C3v の積表　行 (後)列 (前)

E C3 C3 σ1 σ2 σ3

E E C3 C3 σ1 σ2 σ3

C3 C3 C3 E σ3 σ1 σ2

C3 C3 E C3 σ2 σ3 σ1

σ1 σ1 σ2 σ3 E C3 C3

σ2 σ2 σ3 σ1 C3 E C3

σ3 σ3 σ1 σ2 C3 C3 E

E 各点を変化させない恒等操作

C3 z軸周りの、x軸から y軸へ向かう方向 (反時計回り)への 2π/3回転

C3 z軸周りの、y軸から x軸へ向かう方向 (時計回り)への 2π/3回転

σ1 z (e3)軸と直線 N−H1 を含む鏡面による反射

σ2 z (e3)軸と直線 N−H2 を含む鏡面による反射

σ3 z (e3)軸と直線 N−H3 を含む鏡面による反射

対称操作 B を行い次いで対称操作 Aを行うことを、対称操作の積 AB で

表わす。上に挙げたアンモニア分子の六つの対称操作の間のすべての積を掛

算表にして表わすと表 3.1のようになる。表は行の要素Aと列の要素Bの積

AB を表わしている。どんな二つの操作の積も、六つの操作のどれか一つで

ある。また、積 AB は必ずしも積 BAと等しくない。両者が等しいとき、A

と B は可換であるという。

3.1.2 群の定義

ある元 (要素)の集合が次の条件を満たすとき群を形成するという。

積に関して閉じている　 ∀A, B の積 AB はまた同じ群の元 C である。

単位元の存在　 ∀Aについて EA = AE = Aを満たす恒等元 E がある。

逆元の存在　 ∀Aについて逆元 A−1 があり A−1A = AA−1 = E を満たす。

結合則の成立　 ∀A, B C について A(BC) = (AB)C が成り立つ。

アンモニア分子に関する六つの対称操作の集合は群をつくる。いずれの対称

操作でも底面の正三角形の中点と窒素原子を結ぶ線は変化しない。一般に各

操作によって変化しない点がある操作の群を点群と呼ぶ。分子構造の対称群

は点群である。例に挙げた群は C3v と呼ばれる。点群 C3v に属する分子の例

には、塩化メチルなどが挙げられる。
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H1

C

Cl

H2

H3H1

N
H2

H3

図 3.2: 点群 C3v に属する分子の例

表 3.2: 群 C3v の要素の共役元
G E C3 C3 σ1 σ2 σ3

G−1EG E E E E E E

G−1C3G C3 C3 C3 C3 C3 C3

G−1σ1G σ1 σ2 σ3 σ1 σ3 σ2

部分群 群の中の一部の要素の集合が群をつくるとき、この群はもとの群の

部分群と呼ばれる。E、C3、C3 は C3v の部分群をなしている。

3.1.3 類

群の要素 Aを同じ群の要素 Gで G−1AGと変形した要素を、もとの要素

Aの共役な元という。G−1AGの変換はAのGによる相似変換とよぶ。Aと

Bが共役で Bと C が共役ならば、Aと C も共役である (共役関係の推移律)
1。要素 Aに共役な要素すべての集合を Aの類という。一つの類に属する要

素は、要素 Aの相似変換の集合、

E−1AE = A, G−1
2 AG2, G−1

3 AG3, · · · , G−1
g AGg (3.1)

で与えられる。ただし、この中には同じ要素が重複して現れる。要素 Aに群

の要素すべてについて相似変換を施すと、同じ類に属する要素は同じ集合に

現れ、異なる集合に混じって現れることは決してない。こうして、群の全て

の要素を異なる類に類別することができる。群 C3v の場合、その要素は次の

三つの類に類別される。

C1 = {E}, C2 = {C3, C3}, C3 = {σ1, σ2, σ3} (3.2)

物理的に同じ種類の対称操作が類を作っていることが分かる2。
1なぜなら、

B = G−1AG, C = G′−1BG′

のとき
C = (GG′)−1A(GG′)

となり、A を GG′ で変形することで C を得られるからである。
2相似変換は、3回回転や鏡映など操作の種類は同じままで、操作を施す等価な水素原子を入
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3.1.4 群の表現

点群の対称操作に対応する三次元空間での幾何学的変換を行列で表わし

てみよう。分子が対称操作 R を受けると、分子を構成する原子と電子の座

標 (x, y, z) は次のように行列 M(R) で表わされる一次変換で新しい座標

(x′, y′, z′)に移る。 x
′

y′

z′

 =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


xy
z

 (3.3)

アンモニア C3v の例では、z軸が C3軸にとってある。三つの水素は z = 0の

平面上にあり、それぞれの座標は

H1 :

 1

0

0

 H2 :

−1/2√
3/2

0

 H3 :

 −1/2

−
√
3/2

0

 (3.4)

である。z軸周りの反時計回りの角度 ϕの回転 C(ϕ)は

M(C(ϕ)) =

cosϕ − sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 (3.5)

で表わされるので、C3 と C3 の対称操作を表わす行列は以下のようになる。

M(C3) =

−1/2 −
√
3/2 0√

3/2 −1/2 0

0 0 1

 M(C3) =

 −1/2
√
3/2 0

−
√
3/2 −1/2 0

0 0 1


(3.6)

鏡映操作のうち、σ1は xz平面に関する鏡映なので y座標だけを反転させる。

M(σ1) =

1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 (3.7a)

残り二つの鏡映操作の表現行列は

M(σ2) =

 −1/2 −
√
3/2 0

−
√
3/2 1/2 0

0 0 1

 M(σ3) =

−1/2
√
3/2 0√

3/2 1/2 0

0 0 1


(3.7b)

替えている、と捉えることができる。また、G−1AGの形をしていることについて、対称操作 A
や Gを行列で表現できることを先取りしていえば、相似変換 G−1AGとは対称操作 Aの Gに
よる一種の座標変換であり、Gもまた対称操作なので、等価な原子の役割を入替えるような座標
変換であると解釈できる。少し後に出てくる、置換群の表現行列を見ると分りやすいだろう。
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となる3。こうして点群C3v の表現を与える行列が得られる。つまり、例えば

σ1 = C3σ2, σ3 = σ2C3 (3.9a)

のとき

M (σ1) =M (C3)M (σ2) , M (σ3) =M (σ2)M (C3) (3.9b)

であり、対称操作に対応する表現行列M(R)も同じ積の関係を表現している。

表現は唯一のものではなく、次元も基底も異なるさまざまな可能性がある。

3.1.5 置換群

アンモニアの等価な三つの水素核の入れ替え、すなわち置換操作を考える。

図 (3.1)で空間固定の x, y, z 座標で決められた 1の場所の水素原子を 2の場

所へ、2を 3の場所へ、3を 1の場所へ移す操作を (123)と表わす4。この逆

の操作は (132)である。いずれも、三つのものを順送りに置き換える巡回置

換である5。三つのうち二つを入れ替える操作は (12)、(23)、(31)の三つであ

る。これら５つの操作に恒等操作 E を加えたものが位数 3の置換群 S3 であ

る。これらの置換操作のうち (123)と (132)は点群C3vのC3とC3に、(23)、

(31)、(12)は σ1、σ2、σ3に対応するので、置換群 S3と点群 C3v は全く同じ

構造を持つ。三つの目印を付けた等価な粒子が置換操作でどの番号の場所へ

3σ2 の鏡映を行うことは、まず点Ｐを操作 C3 で 120 度戻してから σ1 の操作を行い、はじ
めの埋め合わせの C3 操作を施して元の座標系に戻ればよいから、

σ2 = C3σ1C
−1
3 (3.8a)

M(σ2) =M(C3)M(σ1)M(C−1
3 ) (3.8b)

=

−1/2 −
√
3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 −1/2
√
3/2 0

−
√
3/2 −1/2 0
0 0 1


=

 −1/2 −
√
3/2 0

−
√
3/2 1/2 0
0 0 1


となる。σ3 についても同様。

4左から順に 1、2、3 の番号をつけた場所に ♣、♢、♡ とトランプが並んでいるとする。操
作 (123) は、トランプの並び方を ♣♢♡ から ♡♣♢ に移す。

♣♢♡ (123)−−−−→ ♡♣♢

同じ操作をすぐ下の表現行列を使って表わすと、

♡♣♢ = (123) ♣♢♡♡
♣
♢

 =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

♣
♢
♡


5巡回置換では数字の並び方だけに意味があり、どの数字から記し始めるかは任意である。た

とえば、
(123) = (231) = (312)

この三つの表記は同一の操作を意味している。
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移るかを 3次元行列で示した S3 の表現行列は、

M̃ ((123)) =

0 0 1

1 0 0

0 1 0

 M̃ ((132)) =

0 1 0

0 0 1

1 0 0



M̃ ((23)) =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 M̃ ((31)) =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 (3.10)

M̃ ((12)) =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 M̃ (E) =

1 0 0

0 1 0

0 0 1


となる。

3.1.6 指標と既約表現

C3v と S3の対応する要素の表現行列は対角和が等しいことに気づく。例え

ば、M (C3)と M̃ ((123))の対角和はともに 0、M (σ1)と M̃ ((23))の対角和

はともに 1である。要素 Rの表現行列M(R)の対角和 (跡とよび Trであら

わす)を表現の要素 Rの指標 χ (M(R))とよぶ。

χ (M(R)) = TrM(R) =
∑
i

M(R)ii (3.11)

行列の跡に関して、次の関係が成り立つ6。

Tr (BA) = Tr (AB) (3.13)

特に B = A−1C とおけば

Tr (A−1CA) = TrC (3.14)

が得られる。これを使うと、次のことが分かる。

1. 表現行列M(R)のX による相似変換M ′(R) = X−1M(R)X も群の表

現であり、もとの表現M(R)と同じ指標を持つ7。
6これは直接計算によって確かめられる。∑

i

(BA)ii =
∑
i

∑
j

BijAji =
∑
j

∑
i

AjiBij =
∑
j

(AB)jj (3.12)

7RS = T の表現が
M(R)M(S) =M(T )

のとき、X−1M(R)XX−1M(S)X = X−1M(R)M(S)X から

M ′(R)M ′(S) =M ′(T )

となり、また指標については Tr
(
X−1M(R)X

)
= Tr (M(R)) から

χ
(
M ′(R)

)
= χ (M(R))

が確かめられる。
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表 3.3: 点群 C3v と置換群 S3 のM(R) = X−1M̃(R)X による対応表

C3v E C3 C3 σ1 σ2 σ3

S3 E (123) (132) (23) (31) (12)

χ (M(R)) 3 0 0 1 1 1

χ
(
M̃(R)

)
3 0 0 1 1 1

2. 共役な要素の指標は等しい。群の要素Bと C が共役ならば、適当な要

素 Aによって両者が次のように結びついているからである。

B = A−1CA (3.15)

S3の表現行列 M̃(R)は、次の行列X による相似変換X−1M̃(R)X によっ

て C3v の表現行列M(R)になる。このときの要素の対応表を表 3.3に示す。

X =
1√
6

 1 −
√
3

√
2

−2 0
√
2

1
√
3

√
2

 (3.16)

このように、表現 M̃(R)は相似変換 X−1M̃(R)X によって表現M(R)と結

びついており、同じ指標を持ち、また同じ類の要素の指標は等しい。

いくつもある表現のうち、特に基本的で重要なものがある。表現行列M(R)

は、すべて次のような形をしている。

M(R) =

 a11 a12 0

a21 a22 0

0 0 1

 (3.17)

これは、すべてのRについて、二つの小さな表現行列M ′(R),M ′′(R)を使って

M(R) =

(
M ′(R) 0

0 M ′′(R)

)
(3.18)

と書けることを意味する。このとき、行列M(R)は行列M ′(R)とM ′′(R)の

直和であるという。行列M ′(R)、またはM ′′(R)の各組は別々に群の表現を

与える。表現は記号 Γで示し、このことを次のように書き表し、3次元のC3v

の表現 Γが二次元の表現 Γ3 と一次元の表現 Γ1 に簡約されたという。

Γ = Γ3 + Γ1 (3.19)

ここで、Γ3 はM ′(R)によって与えられる表現、Γ1 はM ′′(R)による表現で

ある。表現 M̃(R)は、相似変換 X−1M̃(R)X によって表現M(R)に変換す
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表 3.4: C3v と S3 の指標表
C3v E 2C3 3σ

S3 E 2(123) 3(12)

Γ1(A1) 1 1 1

Γ2(A2) 1 1 −1

Γ3(E) 2 −1 0

ることで、Γ3と Γ1に簡約される。表現 Γの指標は、含まれる既約表現の指

標の和に等しい。

χ
(
M̃(R)

)
= χ (M(R))

= χ (Γ3(R)) + χ (Γ1(R)) (3.20)

表現行列を相似変換してもそれ以上簡約できないとき、その表現を既約表現

という。Γ3 と Γ1 はどちらも既約表現である。

　 C3v にはいままで見つけた Γ3と Γ1の他に既約表現があるのだろうか？

この疑問に答えるのが次の二つの群論の一般定理である。

1. ある群において類の数 nc は既約表現の数 nr と等しい。

nc = nr (3.21)

2. g個の要素からなる群は nr 個の異なった既約表現をもち、その次元数

ni は次の式を満たす。

n21 + n22 + . . .+ n2nr
= g (3.22)

C3v の場合、類と規約表現の数は 3である。また、g = 6であり、n1 = 1の

Γ1、n3 = 2の Γ3 を既に見つけたから、一次元表現がもう一つある (Γ2)。

　量子力学、分子構造、分光学への応用で既約表現を直接使うことは必ず

しも必要でなく、その指標 χだけが必要な場合が多い。C3vと S3の既約表現

の指標表を表 3.4に示す。

3.1.7 既約表現行列と既約指標の直交性

既約表現の表現行列や指標にはある種の直交関係があり、指標表は少し手

を加えれば直交行列となる。こうした直交性から、ある特定の既約表現に属

する成分を取り出す、射影演算子がつくられる。
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表現行列の直交性 既約表現 αの表現行列Mα は、次の直交関係を満たす。
g∑

n=1

Mα
ij(Rn)

∗Mβ
kl(Rn) =

g

dα
δαβδikδjl (3.23)

ここで左辺は g個の群の要素Rnのすべてについての和で、dαは表現 αの次

元である。δαβ は、表現の次元が同じであっても、異なる既約表現、αと β

のあいだでは直交する (値がゼロ)であることを示す。

この直交関係は g 個の全ての対称操作 Rn についての和であるから、g 次

元空間の二つのベクトル(
Mα

ij(R1),M
α
ij(R2), · · · ,Mα

ij(Rg)
)(

Mβ
kl(R1),M

β
kl(R2), · · · ,Mβ

kl(Rg)
)

の内積と見なせる。内積がゼロであるという条件で互いに直交するとして関

連付けられたベクトルの数は、既約表現 αの表現行列の成分の数が d2α なの

で、既約表現の総数を nr 個とすると、一方、g次元空間の中で互いに直交す

る一次独立なベクトルの数はたかだか g個なので
nr∑
α=1

d2α ≤ g (3.24)

先にも述べたとおり、実は常に等号が成り立っている8。

表現行列の直交性のうち、表現行列の対角成分のみに注目すると、既約指

標に関する直交性が導かれる。

指標の第一種直交性 ここに、g 個の要素からなる群があり、そこには類が

nc個あるとする。k番目の類Ckには hk個の要素が属し、それらの表現 αの

指標が χ^ α(Ck)であるとする。このとき、既約表現の指標 χα(Ck)は次の直

交関係を満たす。
nc∑
k=1

hkχ
α(Ck)

∗ χβ(Ck) = gδαβ (3.25)

指標の第二種直交性 g個の要素からなる群があり、既約表現を nr 個もつと

する。i番目の類Ciには hi個の要素が属し、それらの表現αの指標がχα(Ck)

であるとする。このとき、既約表現の指標 χα(Ck)は次の直交関係を満たす。

nr∑
α=1

χα(Ci)
∗ χα(Cj) = δij

g

hi
(3.26)

指標に関する二つの直交性は、表現行列と同様にベクトルの内積による直

交関係と解釈ができる。α番目の既約表現の i番目の類の指標 χα(Ci)に全て√
hi をかける。この結果、例えば表 3.4の指標表は
8有限群について詳しくは例えば、

犬井鉄郎、田辺行人、小野寺嘉孝著　「応用群論　－群表現と物理学－」(増補第三版) 　裳華
房　 1980．
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S3 C1(E) C2 C3

Γ1 1
√
2

√
3

Γ2 1
√
2 −

√
3

Γ3 2 −
√
2 0

となり、指標がつくる３行３列の行列は直交行列となる。第一種の直交性は、

この行列の中の二つの行ベクトル(√
h1χ

α(C1),
√
h2χ

α(C2), · · · ,
√
hncχ

α(Cnc)
)(√

h1χ
β(C1),

√
h2χ

β(C2), · · · ,
√
hncχ

β(Cnc)
)

の、類の空間における内積であり、互いに直交するベクトルの数は空間の次

元数を超えないので

nr ≤ nc (3.27a)

同様に第二種の直交性は、二つの列ベクトル(√
hiχ

α(Ci),
√
hiχ

β(Ci), · · · ,
√
hiχ

nr (Ci)
)(√

hjχ
α(Cj),

√
hjχ

β(Cj), · · · ,
√
hjχ

nr (Cj)
)

の、既約表現の空間における内積であり、互いに直交するベクトルの数は空

間の次元数を超えない条件は

nc ≤ nr (3.27b)

であり、結局

nc = nr (3.28)

既約表現の数 nr と類の数 nc は等しいことが示される。

射影演算子 一般に、関数 f は複数の既約表現の成分を含み、対称操作を施

しても特定の既約表現の対称性に従わない。

f =
∑
α

∑
m

cαmϕ
α
m (3.29)

この関数 f から、既約表現 β の l番目の成分だけを生成する射影演算子 P β
l

は

P β
lm =

dβ
g

g∑
n=1

Mβ
lm(Rn)

∗Rn (3.30a)

で与えられる。二次元以上の縮重した既約表現では、射影演算子の中の表現

行列に関して対角和をとると

P β =
dβ
g

g∑
n=1

χβ(Rn)
∗Rn (3.30b)
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と、既約表現 βの成分を取り出す演算子になる。これらの射影演算子を実際

に関数 f に作用させる。表現行列の直交性を使うと

P β
lm f = cβm ϕβl (3.31a)

P β f =
∑
m

cβm ϕβm (3.31b)

となることが確かめられる。

3.1.8 3個の 1/2スピン

位数 n = 3の置換群 S3では一次元の規約表現のうち全対称表現が Γ1(A1)、

反対称表現が Γ2(A2)である。

1/2スピン三個からなる系を考えよう。アンモニア分子やメチルラヂカル

·CH3 の 3個の水素原子核のスピンがその例に当たる。全部で 23 = 8個のス

ピン状態は、合成スピン S = s1 + s2 + s3の大きさが S = 3/2と S = 1/2の

成分に分かれる。

S =
3

2
, Γ1(A1)

|+3/2⟩ = |ααα⟩ (3.32a)

|+1/2⟩ = 1√
3

(
|βαα⟩+ |αβα⟩+ |ααβ⟩

)
(3.32b)

|−1/2⟩ = 1√
3

(
|αββ⟩+ |βαβ⟩+ |ββα⟩

)
(3.32c)

|−3/2⟩ = |βββ⟩ (3.32d)

S =
1

2
, Γ3(E)

|E+,+1/2⟩ = 1√
3

(
|βαα⟩+ ϵ|αβα⟩+ ϵ∗|ααβ⟩

)
(3.33a)

|E−,+1/2⟩ = 1√
3

(
|βαα⟩+ ϵ∗|αβα⟩+ ϵ|ααβ⟩

)
(3.33b)

|E+,−1/2⟩ = 1√
3

(
|αββ⟩+ ϵ|βαβ⟩+ ϵ∗|ββα⟩

)
(3.33c)

|E−,−1/2⟩ = 1√
3

(
|αββ⟩+ ϵ∗|βαβ⟩+ ϵ|ββα⟩

)
(3.33d)

ただし ϵ = exp
2πi

3
(3.33e)

1/2スピン 3個の合成スピン関数は、2個のスピンの交換に対して、S = 3/2

の状態が全対称 Γ1(A1)、S = 1/2の状態が二重縮退の Γ3(E)で、合成スピン

の大きさ S とスピン 3個の置換操作に関して同時固有関数になっている。
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二重縮退の既約表現Γ3(E)について、指標に複素数を許すと互いに複素共役

な一次元表現二つに簡約できる。二粒子の交換に対する固有値は ϵと ϵ∗ = ϵ2、

ただし ϵ = exp(2πi/3)である。時間を含まない Schrödinger方程式の解は実

数にとることができ、波動関数の時間依存性を表わす位相因子は大きさ 1の

複素数であることを考えると、複素数表示は円周上の進行波で、互いに複素

共役な二つの固有値は左回りと右回りを表わし、それらの和と差、あるいは

実部と虚部をとった実数表示は互いに直交する定在波を表わしている。

分子全体の波動関数ΨT は、電子 ψe、振動 ψv、回転 ψr、核スピン ψnの積

ΨT = ψeψvψrψn (3.34)

を基準にして表わされる。ここで調べたのはスピン関数の対称性であり、他

の関数全てとあわせて、全波動関数が、NH3 の場合反対称表現 Γ2(A2)に従

い、ND3 の場合全対称表現 Γ1(A1)に従う。
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分子は正電荷を持つ複数の原子核と負電荷を持つ複数の電子からなる量子

力学系である。同種粒子の非区別性のという観点から見ると、分子を構成す

る複数個の電子の状態を考えるときには電子が Fermi粒子であることを考慮

しなければならない。原子核の方も、酸素 O2、アンモニア NH3など、多く

の分子が同種の原子核を複数個含んでいる。ここでは最も簡単な水素分子の

電子と原子核の量子力学を考える。

4.1 Born-Oppenheimer近似

分子の中の電子と原子核の状態は、本来互いに不可分の関係にある。しか

し、両者の質量には３桁の開きがある。これを考慮した現実的な近似として、

電子の運動と原子核の運動を分けて扱うことが BornとOppenheimerによっ

て考え出された。1927年のことである。

原子核の質量は電子の質量の数千倍大きい。このため原子核の動きは遅く、

速い電子から見れば止まって見えるだろう。したがって電子の運動を考える

ときは原子核は止まっているとみなし、原子核の運動を考えるときは電子は

常に定常状態にあると見なすことができる。つまり原子核の動きと電子の動

きは切り離して扱える。この近似を Born-Oppenheimer近似という。この近

似に従うと、原子核は電子のエネルギー固有方程式の解で決まるポテンシャ

ルエネルギー面上を運動するものとして扱い、電子状態は原子核の運動状態

を支配する場を作ることになる。以下、具体的に式で見ていこう。

4.1.1 電子の波動関数と核の波動関数

一般に、分子全体のエネルギー状態を記述するHamiltonian Hと固有関数
Ψ(r,R)は次の Schrödinger方程式を満たす。ここで、rは電子の座標, Rは

原子核の座標をひとまとめにして表わしたものである。また、ここでは電子

や原子核のスピンの影響は無視する。[
Te + TN + VeN + Vee + VNN

]
Ψ(r,R) = EΨ(r,R) (4.1)

Hamiltonianに含まれる５個の項のうち、Te と TN はそれぞれ電子と原子核
の運動エネルギー、VeN , Vee, VNN はそれぞれ電子－原子核、電子－電子、

原子核－原子核の静電ポテンシャルエネルギーである。
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ここで、分子全体の波動関数Ψ(r,R)が原子核の座標だけによる因子ΨN (R)

と、電子の座標 Ψe(r,R)を含む因子の単純な積で表されると近似する。

Ψ(r,R) ≈ ΨN (R)Ψe(r,R) (4.2)

そして Schrödinger方程式が次のように近似できるとする。

1

Ψe(r,R)

[
Te + VeN + Vee

]
Ψe(r,R)

+
1

ΨN (R)

[
TN + VNN

]
ΨN (R) ≈ E (4.3)

原子核の座標Rだけを含む第２項と、電子の座標 rも含む第１項の和が恒等

的にEに等しいためには、第１項、第２項それぞれが rによらない定数でなけ

ればならない。第１項の定数をEe(R)とすると、第２項の定数はE−Ee(R)

となる。

第１項の [ ]内は、ある原子核配置Rにおける電子エネルギーを表わして

いるので、He(R)と書くことができる。

He(R)Ψe(r,R) =
[
Te + VeN + Vee

]
Ψe(r,R) = Ee(R)Ψe(r,R) (4.4)

定数 Ee(R)は原子核配置がRのときの電子エネルギーの固有値になってい

る。残った第２項と定数 Ee(R)をまとめて整理すると、[
TN + VNN + Ee(R)

]
ΨN (R) = EΨN (R) (4.5)

となる。原子核に対する実効的なポテンシャルエネルギーVeff (R)がVeff (R) =

VNN +Ee(R)であるときの原子核のエネルギーの固有方程式になっており、

固有エネルギー E は分子全体のエネルギーの近似解になっている。

二原子分子の場合、原子核の座標は核間距離Rだけで決まるので、原子核

に対する実効ポテンシャルエネルギー Veff (R)は一次元で表現できる (図 4.1

参照)。Veff (R)が極小になる核間距離が平衡核間距離である。有効ポテンシャ

ルに沿って底の方に幾つかの離散的な原子核の振動状態が形成される。ポテ

ンシャルの極小点からエネルギーが最小の振動準位までのエネルギーが零点

エネルギーである。

4.2 水素分子イオン

分子の中でもっとも簡単なものは、陽子２個と電子１個からなる水素分子

イオン H+
2 である。このイオンは熱力学的に安定な分子として存在し、分光

学的な観測もできる。実験によると、H+
2 −→ H+ +Hの解離エネルギーは

269 kJ/mol = 2.79 eVで結合距離は 0.106 nm、Bohr半径 a0のほぼ正確に２

倍である。
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互いに反発する２個の陽子を、たった１個の電子が結びつけてこれだけ大

きく安定化することの本質は、二つの水素核が遠方に離れていて、互いに相

手の存在の影響をうけないとき、H+−Hと H−H+ の二つの定常状態は等

価で見分けがつかず、縮重していることにある。水素核どうしが有限距離に

近づいたとき、二つの状態は定常状態ではなくなり、電子は片方の水素核に

留まらず、二個の水素核を平等に往ったり来たりする。水素核の側から見れ

ば、左右の水素核が変わりばんこに電子を「交換」することになる。

電子を波として捉えれば、電子の物質波が二個の水素核の間を寄せたり返

したりしていることになる。水素核の間を往復する進行波は、振動数の異な

る二つの定在波の重ね合せで表現でき、また逆に二つの定在波は、ある瞬間

どちらか片方の水素核に偏在する進行波の重ね合せで表現できる。粒子とし

ての電子のエネルギー Eは物質波の振動数 νと E = hνの関係で結びついて

いるので、電子が水素核の間を往き来する、或いは 2個の水素核が電子を交

換するということは、エネルギーの異なる二つの定常状態ができていること

を表わしている。平均エネルギーは変わらないので、片方が解離状態よりエ

ネルギーが低い結合性の状態、もう片方がエネルギーが高い反結合性の状態

である。

電子の「交換」によるエネルギーの安定化は、交換力という名前と結び付

けられるようになったが、交換力は何か特別な新しい力を指す訳ではなく、

働いている力はあくまで電荷間のクーロン力である。重要なことは、古典的

には区別がつかない等価な状態の重なりが量子力学では重大な意味を持つこ

とである。

4.2.1 分子軌道

いま、距離 R離れた２個の陽子 H+があり、その中点を原点とし、水素原

子核１と２を結ぶ方向、１から２の向きに z軸をとる。この座標系は分子の

重心と分子軸で定義された分子固定系であり、分子の平衡構造を保ったまま

の原子核の運動、すなわち、分子の重心の並進と重心周りの分子軸の回転の

影響を受けない1。

この分子内座標系で電子の位置が rであるとする。左右の陽子から電子ま

での距離は、それぞれ rl = |r+R/2|と rr = |r−R/2|である。Rが十分大
きくて電子が左右どちらかの水素核に属しているとき、言い換えると系が互

いに独立な水素原子と水素原子核からなるときは、電子は左右どちらかの水

素原子の 1s関数を占めており、どちらも水素原子の 1s状態のエネルギーを

持った二重縮退したエネルギー固有状態である。これを、χl(r,R) = 1s(rl)

と χr(r,R) = 1s(rr)と表わす。

1分子の結合長の変化（一般には分子振動）も、分子全体の並進と回転の影響を受けない独立
した運動として、分子固定系で平衡位置からの変位として表わす。
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さて、Rが十分大き居状態からRを小さくしていったとき、水素原子に属す

る電子は、有限の距離R離れたところに存在する水素原子核を無視できなくな

る。これは、もはやχl(r,R)、或いはχr(r,R)単独では固有状態では居られな

くなることを意味し、χl(r,R)とχr(r,R)の一次結合 clχl(r,R)+crχr(r,R)

が系の固有関数を表わすことになる。

このように、分子の中の電子を記述するための一電子関数を分子軌道とい

う。また、分子軌道MO (Molecular Orbital)を、原子軌道の線形結合 LCAO

(Linear Combination of Atomic Orbital) で表わす方法を、LCAO-MO と

呼ぶ。

分子軌道の反転対称性 Schrödinger方程式を解いて分子軌道を具体的に計

算する前に、系の幾何学的対称性から分子軌道の対称性についてわかるこ

とを調べておこう。水素分子イオンにおける電子の波動関数 Ψ(r,R)は次の

Schrödinger方程式を満たす2。

He(r,R)Ψ(r,R)

=

[
− ~2

2me
∇2 +

1

4πϵ0

(
− e2

|r +R/2|
− e2

|r −R/2|
+
e2

R

)]
Ψ(r,R)

= Ee(R)Ψ(r,R) (4.6)

ここで、系の空間反転の対称性に注目しよう。rを −rに置き換えると、

He(−r,R)Ψ(−r,R) = Ee(R)Ψ(−r,R)

が得られるが、Hamiltonian とは第二項と第三項が入れ替わるだけで全体と

しては不変である。したがって Ψ(r,R)と Ψ(−r,R)は同じ Hamiltonianの

固有関数である。

そして、r → −rの交換を二度繰り返せばΨ(r,R)は元に戻るから、Ψ(r,R)

はΨ(r,R) = +Ψ(−r,R)かΨ(r,R) = −Ψ(−r,R)かのどちらかでなければ

ならない。すなわち、r ↔ −rの交換に対して全系の波動関数は対称 (gerade)

であるか反対称 (ungerade)であるかのどちらかに限られる。中点に関する反

転で対称な波動関数を g、反対称な波動関数を uの記号で表わす。

水素分子イオンの分子軌道 さて、r → −r の交換で χl(r,R)と χr(r,R)

は、

χl(r,R) → χl(−r,R) = χr(r,R) (4.7a)

χr(r,R) → χr(−r,R) = χl(r,R) (4.7b)

2粒子間の Coulomb相互作用は核間反発
e2

4πϵR
も含めて既に全て加えてある。したがって、

この電子に対するハミルトニアン He の期待値がそのまま核間の実効ポテンシャル Veff を表わ

す。
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と入れ替わるので、全系の全対称な波動関数は χl(r,R)+χr(r,R)に比例し、

反対称な波動関数は χl(r,R)−χr(r,R)に比例する。規格化も含めた対称性

を満足する波動関数は、

Ψg(r,R) =
1√

2(1 + S)

[
χl(r,R) + χr(r,R)

]
(4.8a)

Ψu(r,R) =
1√

2(1− S)

[
χl(r,R)− χr(r,R)

]
(4.8b)

ここで、S は χl(r,R)と χr(r,R)の重なり積分、

S =

∫
χl(r,R)χr(r,R)dv (4.9)

である。

4.2.2 ポテンシャルエネルギー曲線

電子エネルギーの期待値 Eg,u =

∫
Ψ∗

g,uHeΨg,udvは

Eg,u = E1s +
e2

4πϵ0R
+
J ±K

1± S
(4.10)

となり、核間の実効ポテンシャル Veff を 表わす。ここで、J , K は

J = − e2

4πϵ0

∫
χ∗
r(r,R)χr(r,R)

|r +R/2|
dv

= − e2

4πϵ0

∫
χ∗
l (r,R)χl(r,R)

|r −R/2|
dv (4.11)

K = − e2

4πϵ0

∫
χ∗
l (r,R)χr(r,R)

|r +R/2|
dv

= − e2

4πϵ0

∫
χ∗
r(r,R)χl(r,R)

|r −R/2|
dv (4.12)

で与えられる。J はクーロン積分、K は交換積分と呼ばれる。クーロン積分

は、左または右の陽子の周りの電子が反対側の陽子とクーロン相互作用する

エネルギー、という古典的なCoulomb相互作用の解釈ができる。一方、交換

積分では、電子が左右の陽子と関わっていることを示している。J , K, S の

積分を計算すると、

J =− e2

4πϵ0R

[
1−

(
1 +

R

a0

)
exp

(
−2

R

a0

)]
(4.13)

K =− e2

4πϵ0R

(
1 +

R

a0

)
exp

(
−R

a0

)
(4.14)

S =

(
1 +

R

a0
+

1

3

R2

a20

)
exp

(
−R

a0

)
(4.15)
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となる。H+
2 のエネルギーは第１項の水素原子のエネルギーE1sに第２項の核間

反発が加わり不安定化するが、常に負のクーロン相互作用Jによって安定化し、

交換相互作用KによってEgとEuが分裂する。ΨgとΨuのエネルギー期待値を

核間距離Rの関数として示したのが図 4.1である。この計算ではR ≈ 0.13 nm

でEg(R)が極小となり、解離エネルギーは約 170 kcal/mol = 1.76 eVである。

実測の解離エネルギーはこの計算値より 1.6倍大きいが、水素原子の 1s軌道

をそのまま用いた粗い計算の結果であることを考えると、H+
2 の安定性の本

質を衝いたモデルであることを示している。

Ψg とΨuの分子軸上の様子を図 4.2に、分子軸を含む面上の電子密度分布

を図 4.3に示した。核間距離は R = 0.08 nmにとってある。結合性軌道であ

る Ψg では二つの核の間の領域で電子密度が大きくなっており、反結合性軌

道である Ψu には二つの核の間に節があって電子密度がゼロになる場所があ

り、電子は二つの核の外側の領域へ押しやられている。

4.2.3 交換力と電子の波束の運動

二つの核が無限に離れているとき、χl あるいは χr がそれぞれ単独で固有

関数になっている。しかし一方で、たとえ如何に小さくとも相互作用がある

と認めた瞬間、電子は両方の核に等しい確率で存在することになる。この不

連続性はどう理解したらよいのだろうか？少し視点を変えて波束を作ってそ

の動きを見てみよう。

左右どちらかに局在する状態 χl と χr の間に相互作用が存在するとする。

固有関数は二つの重ね合わせになり、固有エネルギー Eg をもつ固有関数を

ψg、固有エネルギー Eu をもつ固有関数を ψu とする。

ψg =
1√
2

(
χl + χr

)
(4.16a)

ψu =
1√
2

(
χl − χr

)
(4.16b)

ここで、重なり積分は無視した。二つの固有関数を時間を含んだ形で表すと

Ψg(t) = exp (−iEgt/~)ψg (4.17a)

Ψu(t) = exp (−iEut/~)ψu (4.17b)

となる。この二つの固有関数を使って

Φ±(t) =
1√
2
{Ψg(t)± Φu(t)} (4.18)

という波束をつくってみる。そうすると、これは確かに時間を含むSchrödinger

方程式

i~
∂

∂t
Φ±(r,R, t) = HeΦ±(r,R, t) (4.19)
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図 4.1: 水素分子イオン H+
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の解であり、われわれの力学系の可能な状態である。二つの固有状態の重ね

合わせなので、この状態は定常状態ではなく時間とともに移り変わる。電子

の存在確率を計算してみると、

|Φ±(t)|2 =
1

2

[
|Ψg(t)|2 + |Ψu(t)|2

]
± Re

[
Ψ∗

g(t)Ψu(t)
]

=
1

2

[
|ψg|2 + |ψu|2

]
± Re

[
ψ∗
gψu exp

(
−iEu − Eg

~
t

)]
(4.20)

となる。ここで

ψg,u =
1√
2
(χl ± χr)

であったことを使うと、Rが十分大きく交換積分 S の値が無視できるとき、

電子の存在確率は

|Φ±(t)|2 =
|χl|2

2

[
1± cos

(
∆E

~
t

)]
+

|χr|2

2

[
1∓ cos

(
∆E

~
t

)]
(4.21)

∆E = Eu − Eg (4.22)

となる。|χl|2の係数と |χr|2の係数とが、振動数∆E/hで交互に大きくなっ

たり小さくなったりしている。このことは電子が振動数∆E/hで左の核から

右の核へ、右の核から左の核へ往き来していることを意味している。このと

き、R → ∞で ∆E → 0から、この振動数は R無限大でゼロになる。した

がって、この極限では Φ+(t)は永遠に χl であり、Φ−(t)は永遠に χr である

ことが分かる。

これで先ほどの不連続性は解消されるであろう。それと同時に、二つの核

の間に働く力の相互作用∆Eと、電子の往き来の振動数とが密接に関係して

いることがわかった。もしこの往き来が行われないならば振動数はゼロなの

で、∆E もゼロになる。また、もしこの電子の往復運動の振動数と同じ振動

数の電磁波を受けると、電子は共振的にゆすぶられ、基底状態 ψg から励起

状態 ψu へ遷移する。

このような次第で、交換力の起源は電子の往き来にある、と言えることが

分かったが、この電子の往き来を別の言葉で言って、左の核と右の核とがか

わりばんこに、電子の衣を着たり脱いだりしていると考えてもよい。あるい

は左の粒子と右の粒子とがかわりばんこに、中性原子になったり陽イオンに

なったりしている、と言ってもよい。このようなかわりばんこが交換力の特

徴である。

4.3 水素分子

自然界には、電気的に中性な２個の原子が集まって安定な二原子分子とな

るものが数多く存在する。これらの分子では、複数の電子が裸の２個の原子

核の間に働く斥力を打ち消した上に、安定化エネルギーを得ている。その代

表として、最も簡単な水素分子の基底状態を考える。
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4.3.1 Heitler-London理論

Born-Oppenheimer近似では、水素分子を構成する2個の電子のSchrödinger

方程式は、核間距離 Rをパラメータとして

H(r1, r2, R)Ψ(r1, r2, R)

=

[
− ~2

2me
∇2

1 −
~2

2me
∇2

2

+
1

4πϵ0

(
− e2

rl1
− e2

rr1
− e2

rl2
− e2

rr2
+

e2

r12
+
e2

R

)]
Ψ(r1, r2, R)

= E(R)Ψ(r1, r2, R) (4.23)

と表される。ここで r1, r2は２個の電子の位置座標、Rは左右の陽子間の距

離である。

さて、電子 1, 2を交換したとき、Hamiltonianは不変であるが、固有関数

はΨ(r1, r2, R)がΨ(r2, r1, R)に変わる。Ψ(r2, r1, R)はやはり同じ固有エネ

ルギー E をもつ固有関数であるので、Ψ(r1, r2, R)のたかだか定数 (c)倍で

ある。交換を二度行うと元の状態に戻るから、c = ±1である。したがって、

Ψ(r2, r1, R)は、+Ψ(r1, r2, R)か、−Ψ(r1, r2, R)のどちらかである。

ところが左の陽子が電子１、右の陽子が電子２を 1s軌道に引きつけている状

態、χl(1)χr(2)は、電子 1, 2を交換すると別の関数 χl(2)χr(1) = χr(1)χl(2)

に変わってしまう。交換に対して対称・反対称な関数にするには χl(1)χr(2)±
χr(1)χl(2)の形の一次結合を取らなければならない。Heitlerと Londonが試

みたのはまさにこの形の関数であった。規格化まで入れると二つの関数は、

Ψg,u =
1√

2(1± S2)

[
χl(1)χr(2)± χr(1)χl(2)

]
(4.24)

となる。この二つの状態のエネルギーは

Eg,u = 2E1s +
e2

4πϵ0R
+
J ±K

1± S2
(4.25)

と表される。J , K はそれぞれ、Heitler-London理論におけるクーロン積分、

交換積分と呼ばれる。

J =

∫∫
χl(1)χr(2)Vχl(1)χr(2)dv1dv2 (4.26a)

K =

∫∫
χr(1)χl(2)Vχl(1)χr(2)dv1dv2 (4.26b)

V =
1

4πϵ0

(
− e2

rr1
− e2

rl2
+

e2

r12

)
(4.27)

Heitler-London-杉浦による計算結果からは核間距離 Re = 0.087 nm、解離エ

ネルギー D = 3.14 eV となる。比べるべき実験値は Re = 0.074 nm、D =
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4.73 eV である。この計算は χl, χr を 1s に固定したものであるが解離エネ

ルギーの実験値の約 2/3を与えており、H2の化学結合の本質を衝いている。

電子 1, 2の交換に対する対称性の要請から生じる、χl(1)χr(2)と χr(1)χl(2)

の重ね合わせに由来する交換積分が水素分子の化学結合の安定性に寄与して

いる。

4.3.2 電子スピンを考慮した固有関数

電子はフェルミ粒子であるので、水素分子の中の２個の電子は Pauliの排

他律に従わなければならない。電子系の波動関数で、これまで議論してきた

空間部分に加えてスピン関数を考慮することでこれが取り入れられる。

スピン座標 σもあらわに書くと、２電子系の波動関数は Ψ(r1σ1, r2σ2, R)

である。Hamiltonianでスピンを考慮していないので、波動関数は空間部分

とスピン部分に変数分離される。スピン部分は全電子スピン S2 = (s1 + s2)
2

とその z軸に沿った射影 Sz = s1z+s2zの同時固有関数となる。これを全電子

スピン量子数 Sとその z軸成分の量子数MS を用いて 2S+1ϕMS
と表わすと、

1ϕ0 =
1√
2

[
αβ − βα

]
(4.28)

3ϕ+1 = αα (4.29a)

3ϕ0 =
1√
2

[
αβ + βα

]
(4.29b)

3ϕ−1 = ββ (4.29c)

となる。αはMS = +1/2、βはMS = −1/2をあらわす。２電子系の全スピ

ン関数のうち、S = 0の関数は電子 1, 2の交換に対して反対称、S = 1の関

数は対称になっている。電子系の波動関数全体で Pauliの排他律を満たすた

めには、電子 1, 2の交換に対して対称な空間関数には反対称なスピン関数で

ある一重項状態 (S = 0)が、逆に、反対称な空間関数には対称なスピン関数

である三重項状態 (S = 1)が結びつく。

1ψ0 =
χlχr + χrχl√

2(1 + S2)
× αβ − βα√

2
(4.30)

3ψ+1 =
χlχr − χrχl√

2(1− S2)
× αα (4.31a)

3ψ0 =
χlχr − χrχl√

2(1− S2)
× αβ + βα√

2
(4.31b)

3ψ−1 =
χlχr − χrχl√

2(1− S2)
× ββ (4.31c)

空間座標部分の計算から、結合性の状態の全電子スピンは S = 0、反結合性

の全スピンは S = 1と区別できる。
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4.3.3 分子軌道法

今度は LCAO-MO法の字義通り、水素分子の分子軌道を水素原子の 1s原

子軌道の線形結合で表わすことから出発しよう。基底状態における化学結合

を記述しようとしているので、H+
2 の結合性の分子軌道を用いることにする。

σg =
1√

2(1 + S)

[
χl(r, R) + χr(r, R)

]
(4.32)

Pauliの排他律を考慮に入れると、基底状態の水素分子ではエネルギーの低い

σg 軌道に 2個の電子が収まり、排他律を満たすために電子スピンを異にして

いるとするのが自然である。したがって水素分子の基底状態の近似固有関数

Ψ(1, 2)は Slater行列式を使うと次の形に書ける。

Ψ(1, 2) =
1√
2!

∣∣∣∣∣σg(r1)α(σ1) σg(r2)α(σ2)

σg(r1)β(σ1) σg(r2)β(σ2)

∣∣∣∣∣ (4.33)

これを展開すると次の式を得る。

Ψ(1, 2) = σg(r1)σg(r2)×
1√
2

[
α(σ1)β(σ2)− β(σ1)α(σ2)

]
(4.34)

確かに、電子 1, 2の交換に対して、空間部分は対称で、スピン部分は反対称

な一重項状態になっている。分子軌道 σg を原子軌道に分解してみると、

Ψ(1, 2) =
1

2(1 + S)

[
χl(1)χr(2) + χr(1)χl(2) + χl(1)χl(2) + χr(1)χr(2)

]
× 1√

2

[
α(1)β(2)− β(1)α(2)

]
(4.35)

これをHeitler-Londonの式と比べてみると、χl(1)χr(2)+χr(1)χl(2)が共通

で、電子 1, 2が 2個の陽子によって共有された、共有結合構造に対応してい

る。これに対して χl(1)χl(2) + χr(1)χr(2)は左右の陽子に電子が 2個とも集

まったイオン結合構造にあたる。実際の水素分子の基底電子状態は、共有結合

構造だけでよく近似されるとは考えられず、電子の動きを考えるとイオン結合

構造の寄与もあるはずである。逆に LCAO-MO法ではイオン結合構造が共有

結合構造と同じ重みで入ってくるというのも不自然である。結局、どちらの近

似関数も十分ではない。ちなみに、LCAO-MO近似関数でもHeitler-London

の結果と同程度の結合エネルギーを与える。

4.4 等核二原子分子（付録）

ここでは等核二原子分子の基底電子状態について、多電子原子のときの原

子軌道と同じように分子軌道を作り、そこに電子を配置していくというやり

方で取り扱う。
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表 4.1: 等核二原子分子の分子軌道
MO 原子軌道

σg1s 1sl + 1sr

σ ∗
u 1s 1sl − 1sr

σg2s 2sl + 2sr

σ ∗
u 2s 2sl − 2sr

σg2p 2pzl − 2pzr

πu2p 2pxl + 2pxr

πu2p 2pyl + 2pyr
π ∗
g 2p 2pxl − 2pxr

π ∗
g 2p 2pyl − 2pyr
σ ∗
u 2p 2pzl + 2pzr

4.4.1 σ結合、π結合と分子軸周りの角運動量 Lz

はじめに、σ結合、π結合の名称の由来を見ておこう。

二原子分子は分子軸周りに円柱対称性を持っている。分子軸周りの角度をϕと

したとき、波動関数の角度ϕを含む部分は分離されてΨ(ϕ) = 1/
√
2π exp(iλϕ)

となる。ここで λは 0, ±1, ±2, · · · の値をとる整数である。角運動量の核間
軸に沿った成分 Lz は Lz = −i~(∂/∂ϕ)であるから、Ψ(ϕ)は

LzΨ(ϕ) = λ~Ψ(ϕ) (4.36)

を満足する Lz の固有関数である。この核間軸まわりの角運動量の量子数 λ

は２原子分子の電子軌道を分類するのに使われる。|λ| = 0, 1, 2, · · · に対応
してギリシア文字 σ, π, δ, · · · で表記する。いまの H+

2 の場合、1s軌道を用

いているので σである。

4.4.2 等核二原子分子の分子軌道

水素分子イオンの考察において、二つの水素型 1s原子軌道から結合性の

σg と反結合性の σu の二つの分子軌道がつくられた。ここで、等核二原子分

子が持つもう一つ対称性の表記を導入する。対称操作はH−H結合の中点で

結合軸に垂直な面での鏡映 σhである。この操作で符合が変わる関数にだけ*

を付けることにする。そうすると σg はそのままで、σu は σ ∗
u となる。

水素の 1s軌道だけでなく、2sや 2pなど等価な二つの軌道から結合性と反

結合性の二つの分子軌道が作られる。これらを表 4.1にまとめた。分子の結

合軸の方向を z 軸にとってある。σh について反対称な*のついた軌道は二つ

の原子核の中間に節面があることを意味し、常に反結合性である。
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4.4.3 H2、N2、O2の電子配置

多電子原子のときと同じく、電子をエネルギーの低い分子軌道から順に詰

めていく。電子配置の対称性は、2S+1|Λ|±g,u という表記で表わす。Λは分子

軸周りの角運動量成分の和
∑
λi で、|Λ| = 0, 1, 2, · · · に対応してギリシア

文字 Σ, Π, ∆, · · · を用いる。±は分子軸を含む面に関する鏡映 σv に対して

対称か反対称かを示す。

H2 すでに見てきたように、基底状態の電子配置は

(σg1s)
2 1Σ+

g (4.37)

である。最初の励起状態の電子配置は (σg1s)(σ
∗
u 1s)である。空間部分が対称

な状態はスピン一重項 1Σ+
u 、反対称な状態はスピン三重項

3Σ+
u であり、三

重項のほうが安定である。

N2 基底状態の電子配置は

KK(σg2s)
2(σ ∗

u 2s)
2(πu2p)

4(σg2p)
2 1Σ+

g (4.38)

である。ちょうど結合性の軌道が満杯になり、反結合性の π ∗
g 2pや σ ∗

u 2p軌

道に入る電子がないので、非常に強い結合エネルギーが予想される。事実、

9.756 eVとあまりにも結合が強いので、なかなか実験的に決められなかった

という事情がある。N2には 140 nm付近に Lyman-Birge-Hopfield bandと呼

ばれる強い吸収がある。

O2 基底状態は

KK(σg2s)
2(σ ∗

u 2s)
2(σg2p)

2(πu2p)
4(π ∗

g 2p)
2 3Σ−

g (4.39)

である。(π ∗
g 2p)

2 の電子配置は、π 軌道に 2個電子が入るので、1∆g,
1Σ+

g ,
3Σ−

g の三つ状態が現れる。この中でスピン多重度の一番大きな
3Σ−

g が基底

状態である。日常安定に存在する分子の中で、三重項状態にあるのは、おそ

らくこの分子くらいである。三重項状態なので、磁気的には常磁性であり、

不対電子が 2個あるので、化学的な反応性も高い。O2には 195 nmより短波

長に Schumann-Runge bandと呼ばれる強い吸収がある。

4.4.4 結合次数

二原子分子における結合性の尺度で、結合性軌道にある電子と半結合性軌

道にある電子の数をそれぞれ、n, n∗ としたとき、結合次数 bは、

b =
1

2
(n− n∗) (4.40)
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で表される。結合次数は結合長および結合強度と相関している。上に挙げた

三つの分子、H2、N2、O2の結合次数はそれぞれ 1、3、2となり、一重結合、

三重結合、二重結合と呼びならわしていることと対応している。
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4.5 二原子分子における原子核の運動

二原子分子においてRを核間距離としたとき、原子核の感じる実効ポテン

シャルを V (R)とする。V (R)は、原子核の運動エネルギーを除く分子内の

全ての力学的エネルギーを含む。すなわち、電子の運動エネルギー、電子間

の静電反発、電子と原子核の静電引力、そして原子核間の静電反発が含まれ

る。この実効ポテンシャル V (R)に従う、質量M1 とM2 の原子核からなる

二原子分子の原子核の Hamiltonianは

H = − ~2

2M1
∇2

1 −
~2

2M2
∇2

2 + V (R) (4.41)

と書ける。注目すべきは分子内部の相対運動である。二原子分子の場合、中

心力ポテンシャル V (R)に従う二体の相対運動なので、以下、水素原子の陽

子と電子についてと全く同じ計算が進む。重心運動と相対運動に分離して相

対運動に着目すると、相対座標を (x, y, z)として

H = − ~2

2µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ V (R) (4.42)

µ =
M1M2

M1 +M2
(4.43)

となる。相対座標 (x, y, z)を極座標 (R, θ, ϕ)に変換し、波動関数を ψ(R, θ, ϕ)

とおけば、次の Schrödinger方程式を得る。[
− 1

2µ

(
~
i

1

R

∂

∂R
R

)2

+
l2

2µR2
+ V (R)

]
ψ(R, θ, ϕ) = Eψ(R, θ, ϕ) (4.44)

ここで l2 は角運動量の二乗

l2 = − ~2

sin2 θ

[
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

∂2

∂ϕ2

]
(4.45)

である。動径方向の運動に関わるポテンシャル V (R)以外は水素原子の場合

と全く同じであるので、波動関数は角度部分と動径部分の積の形にとること

ができ、角度部分については全く同じ解が得られる。すなわち、球面調和関

数 YM
J (θ, ϕ)を用いて

ψ(R, θ, ϕ) = χ(R)YM
J (θ, ϕ) (4.46)

とすれば

1

χ(R)

[
− ~2

2µ

1

R

∂2

∂R2
R+ V (R)

]
χ(R) +

1

YM
J (θ, ϕ)

l2

2µR2
YM
J (θ, ϕ) = E

(4.47)

と変数分離できる。ここで左辺第二項の µR2を平衡核間距離 Reにおける慣

性モーメント Ie、

Ie = µR2
e (4.48)
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で置き換えると、角度変数に拠らない定数である左辺第一項と第二項が、さ

らに Rにも依存しなくなり、振動と回転が完全に独立なものとなる。

E = Evib + Erot (4.49)

[
− ~2

2µ

(
d2

dR2
+

2

R

d

dR

)
+ V (R)

]
χ(R) = Evibχ(R) (4.50a)

l2

2Ie
YM
J (θ, ϕ) = ErotY

M
J (θ, ϕ) (4.50b)

4.6 回転状態

回転の Hamiltonianは角運動量の二乗の演算子 l2 に比例する。球面調和

関数 YM
J は l2 の固有関数で固有値は ~2J(J + 1)であるから、回転のエネル

ギーは

Erot =
~2

2Ie
J(J + 1) (4.51)

で与えられ、J だけで決まる。0以上の整数である J について、M は−Jから
J までの整数が可能なので縮重度は 2J + 1である。球面調和関数 YM

J (θ, ϕ)

は cos θの関数と ϕの複素指数関数の積で表わされ、

YM
J (θ, ϕ) = Θ

|M |
J (cos θ)× 1√

2π
exp (iMϕ) (4.52)

Θ
|M |
J (cos θ)は (1 − cos2 θ)|M |/2 = sin|M | θと cos θの J − |M |次の多項式の
積である。水素分子の平衡核間距離は Re = 0.074 nm、陽子の質量はmP =

1.673× 10−27 kg、水素分子の換算質量 µ = mP /2、~ = 1.055× 10−34 Jsゆ

え、回転定数は

B =
~2

Ie
= 1830GHz = 61 cm−1 (4.53)

である。

4.7 振動状態

原子核の感じる実効ポテンシャル V (R)が平衡核間距離 Re の近傍で力の

定数 kの調和ポテンシャルで近似できるとする。

V (R) =
1

2
k (R−Re)

2
(4.54)

このとき、動径部分の波動関数 χ(R)を y(R) = Rχ(R)を使って表わすと、

動径部分の Schrödinger方程式は[
− ~2

2µ

d2

dR2
+

1

2
k(R−Re)

2

]
y(R) = Eviby(R) (4.55)
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図 4.4: 水素分子の振動のポテンシャルエネルギーと調和振動子近似

となり、調和振動子の Schrödinger方程式と一致する。エネルギー固有値は

Evib =

(
n+

1

2

)
hν0, ν0 =

1

2π

√
k

µ
(4.56)

であたえられる。

水素分子の基本振動数は ν0 = 124770GHz = 4159 cm−1である。水素分子

の結合解離エネルギー D = 4.73 eV = 38150 cm−1 と比べると、振動のエネ

ルギー量子は結合エネルギーの一割程度である。

4.8 等価な原子核の交換に対する波動関数の対称性

二原子分子の例として水素分子を考える。陽子の核スピンは電子スピンと

同じく 1/2である。陽子の核スピンの波動関数を電子のときと同じように α

と βで表わすことにしよう。すると、二つの核の合成スピンは、全核スピン

量子数 I とその z軸成分の量子数MI を使って、2I+1ϕMI と表わすと、

1ϕ0 =
1√
2
(αβ − βα) (4.57)

3ϕ+1 = αα (4.58a)

3ϕ0 =
1√
2
(αβ + βα) (4.58b)

3ϕ−1 = ββ (4.58c)

となる。全核スピン I = 1の状態はオルソ状態、I = 0の状態はパラ状態と呼

ばれる。この二つの核スピン状態の波動関数に、陽子を交換する演算子 P12
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を作用させる。

P12
1ϕ0 = −1ϕ0 (4.59a)

P12
3ϕMI = 3ϕMI (4.59b)

となり、二つの陽子の交換に対してパラ状態は反対称、オルソ状態は対称で

ある。

陽子はスピン 1/2をもつ Fermi粒子であるから、水素分子全体の波動関数

Ψは二つの陽子の交換に対して反対称でなければならない。

P12Ψ = −Ψ (4.60)

これまでの Born-Oppenheimer近似に基づく取り扱いで、Ψは

Ψ = ψe(r, R)× ψv(R)× ψr(θ.ϕ)× 2I+1ϕMI (4.61)

と表わされる。ここで ψe(r, R)は電子についての波動関数、ψv(R)は振動、

ψr(θ.ϕ)は回転、2I+1ϕMI は核スピンの波動関数である。核スピン関数以外

の波動関数が核の交換に対してそれぞれどう振舞うか調べよう。

核の相対運動を表わす極座標 (R, θ, ϕ)は、例えば核 2から核 1へ向かう方

向を方位角 θ、ϕで表わしているので、核 1と 2を入れ替えると核間距離 R

は変わらないが方位が逆転する。

R → R (4.62a)

θ → π − θ (4.62b)

ϕ → ϕ+ π (4.62c)

従って、核間距離Rだけに依存する振動の波動関数は核の交換に対して対称

である。

P12ϕv(R) = ϕv(R) (4.63)

回転の波動関数である球面調和関数YM
J (θ, ϕ)は、sin|M | θと cos θのJ−|M |

次の多項式 P
|M |
J (cos θ)（偶数次のみ、または奇数次のみから構成される）と

exp (iMϕ)の積で表わさる。

ϕr(θ.ϕ) = YM
J (θ, ϕ) = sin|M | θ × P

|M |
J (cos θ)× exp (iMϕ) (4.64)

θ → π − θのとき、cos θと sin θは

cos θ → − cos θ (4.65a)

sin θ → sin θ (4.65b)

ϕ→ ϕ+ πのとき、exp (iϕ)は

exp (iϕ) → − exp (iϕ) (4.66a)

cosϕ+ i sinϕ → − cosϕ− i sinϕ (4.66b)
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と変換するので、球面調和関数の変換は、

sin|M | θ → sin|M | θ (4.67a)

P
|M |
J (cos θ) → P

|M |
J (− cos θ) = (−)(J−|M |)P

|M |
J (cos θ) (4.67b)

exp (iMϕ) → (−)|M | exp (iMϕ) (4.67c)

YM
J (θ, ϕ) → YM

J (π − θ, ϕ+ π) = (−)J YM
J (θ, ϕ) (4.68)

となる。結局、回転の波動関数の変換は J の偶寄だけで決まる。

P12ϕr(θ, ϕ) = (−)Jϕr(θ, ϕ) (4.69)

電子の波動関数では、電子の位置を表わす分子内座標 rが核の配置によっ

て決まっているので、核を置換すると分子内座標の取り方が変わり、その結

果 rが変わる。

分子軸を z軸にとると、核 1から核 2に向かう方向を+zと定義するので、

核の番号付けが入れ替わると電子の分子内座標の zの符合が反転する。右手

系での記述が保たれるためには、もう一つの座標が反転せねばならず、それ

をたとえば xにとると、

x → −x (4.70a)

y → y (4.70b)

z → −z (4.70c)

となる。この変換に対して水素分子の電子基底状態の波動関数は変化しない。

つまり、

P12ψe(r, R) = σviψe(r, R) = ψe(r, R) (4.71)

である。

以上をまとめると、電子基底状態の水素分子では、

Ψ = ψeψvψrϕ (4.72)

P12ψe = ψe (4.73a)

P12ψv = ψv (4.73b)

P12ϕr = (−1)Jϕr (4.73c)

P12
1ϕ0 = −1χ0, P12

3ϕMI
= 3ϕMI

(4.73d)

である。分子全体の波動関数 Ψは水素核の置換 P12 に対して反対称である

P12Ψ = −Ψから、J が偶数の回転状態にあるのは核スピン I = 0のパラ水

素で回転の縮重度は 2J + 1、J が奇数の回転状態にあるのは核スピン I = 1

のオルソ水素で回転の縮重度は 3(2J + 1)であることが結論される。
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図 4.5: パラ水素 (I = 0)とオルソ水素 (I = 1)の比

I = 0のパラ水素と I = 1のオルソ水素の比 γは、スピン副準位の数がそれ

ぞれ 1と 3なので統計的には 1/3である。ところで、室温以下では水素分子は

電子・振動の基底状態にあり、回転準位には回転励起状態にも熱分布している。

温度T における回転準位Jの分布数はJが偶数のとき (2J+1) exp(−EJ/kT )、

J が奇数のとき 3(2J +1) exp(−EJ/kT )に比例するので、温度 T における γ

は

γ =

∑
even (2J + 1) exp (−EJ/kT )∑
odd 3(2J + 1) exp (−EJ/kT )

, EJ = BJ(J + 1) (4.74)

B = 61 cm−1, k = 0.695 cm−1/K (4.75)

で与えられる。温度が十分低く J = 0の回転の最低エネルギー準位の分布数

が増えてくると γ は 1/3から増加する。
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量子力学の状態関数が張る Hilbert空間とは何かをたどるために代数系を

調べ始めた。これまで、最も単純な代数系である群の視点に立って量子力学

を眺めてきた。代数系を群からベクトル空間へ発展させて、Hilbert空間の話

しに進もう。

5.1 代数系

演算と代数系、そして群の定義の復習から始める。

ある演算がその中で定義された集合のことを代数系と呼ぶ。ここで

ある集合 Gで定義される演算 ◦とは、
任意の２個の元 ∀a, b ∈ G に或る元 ∃c ∈ G を対応付けることである。

これを a ◦ b = c と表わす。

5.1.1 群と可換群

演算が一種類だけ定義された代数系が群である。

演算 ◦が定義された集合 Gにおいて

i. 結合則 ∀a, b, c ∈ G a ◦ (b ◦ c) =(a ◦ b) ◦ c (5.1a)

ii. 単位元 ∀a ∈ G, ∃e ∈ G a ◦ e =e ◦ a = a (5.1b)

iii. 逆元 ∀a ∈ G, ∃a′ ∈ G a ◦ a′ =a′ ◦ a = e (5.1c)

が満たされるとき、集合 Gは演算 ◦に対して群をなすという。またさらに

iv. 交換則 ∀a, b ∈ G a ◦ b = b ◦ a (5.1d)

が満たされるとき、この群を可換群という。
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5.2 環と体

5.2.1 環の定義

集合 Rに対し二つの演算 +と ×が定義されていて、
　 +の演算 (加法)に関しては可換群であり、

　 ×の演算 (乗法)に関しては結合則のみ成り立ち、

v. 分配則 ∀a, b, c ∈ R a(b+ c) = ab+ ac (5.1e)

が満たされるとき、この可換群を環という。

加法と乗法の区別のため、

　加法の単位元と逆元を零元 (0)、マイナス元 (−a)と呼ぶ。
また、乗法に関して交換則が成り立つ環を可換環、

　　　乗法の単位元１を持つ環を単位元１を持つ環といい、

　　　両方を満たすものを単位元１を持つ可換環という。

単位元１を持つ可換環の例は整数の集合 {· · · ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, · · · }で、
加法、減法、乗法に関して閉じているが、乗法の逆元の存在が全ての元で保

障されていない。

可換環は乗法の単位元 (1)を持たず、偶数の集合がこれに相当する。

5.2.2 体の定義

乗法の単位元１を持つ可換環 F が、

　さらにその全ての元に対して乗法の逆元を持つとき、

この可換環を体という。

加減乗除の四則演算ができるいわゆる数、実数や複素数がこれに当たる。
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5.3 ベクトル空間

5.3.1 線形ベクトル空間

集合 V が体 R上の線形ベクトル空間であるとは、

　集合 V が加法 +の演算に対して可換群であり、

　 v ∈ V と α ∈ Rからw ∈ V を対応付ける演算 αv = wが定義され、

∀v, u ∈ V ∀α, β ∈ R に対して

α
(
βv
)
=
(
αβ)v (5.2a)(

α+ β
)
v = αv + βv (5.2b)

α
(
v + u

)
= αv + αu (5.2c)

が成り立つことをいう。

このとき、集合 V の元wをベクトル、体 Rの元 aをスカラーと呼び、演算

av = wをスカラー積と呼ぶ。

三次元空間におけるいわゆる空間ベクトルの集合は、この定義に従うと実数

上のベクトル空間である。

5.3.2 線形独立と次元

m個のスカラーα1, α2, · · · , αmを使い、m個のベクトルx1, x1, · · · , xm

の線形結合としてつくったベクトル

a = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm

はまた同じベクトル空間のベクトルである。全てのベクトル vについて、m

個のベクトル x1, x1, · · · , xmを使った線形結合として表わせ、その表わし

方が一通りしかないとき、このm個のベクトルは線形独立であるという。線

形結合による表わし方が一通りとは、線形結合によるベクトルの表現が

b = β1x1 + β2x2 + · · ·+ βmxm

c = γ1x1 + γ2x2 + · · ·+ γmxm

と二つあるとき、

b = c ならば βi = γi (i = 1, 2, · · · ,m)

となる。これを a = b− cについて書きかえると以下のようになる。

m個のベクトル x1, x1, · · · , xm が一次独立であるとは、

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm = 0

ならば

α1 = α2 = · · · = αm = 0
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線形独立なベクトルの数mに最大値 nがあるとき、nをベクトル空間 V の

次元と呼び、

dimV = n

と表わす。

5.4 線形写像と内積

5.4.1 線形写像

体 Rの上に定義されたベクトル空間 V において、∀x ∈ V について、xに

対してそれぞれ一個の ξ が対応付けられているとき、この対応付けの操作 ϕ

を V から Rへの写像とよび、

ϕ(x) = ξ

と表わす。V から Rへの写像 ϕが

(i) ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y)

(ii) ϕ(αx) = αϕ(x)

を満たすとき、この写像を線形写像という。

5.4.2 実数上のベクトル空間の内積

実数上のベクトル空間 V の二個の元、xと yを並べたものから実数 r ∈ R

への写像 (x, y)が次の条件を満たすとき、これを内積という。

実数 R上の計量ベクトル空間

∀x,y ∈ V (x,y) → r ∈ R 　

対称性 (x,y) = (y,x) (5.3a)

線形性 ∀λ, (λx,y) = λ(x,y) (5.3b)

(x+ z,y) = (x,y) + (z,y) (5.3c)

正値性 (x,x) ≥ 0 0となるのは x = 0のときのみ (5.3d)

ベクトル空間で内積が使えるようになると、空間にノルム (長さ)、を定義で

きる。

ノルム ∀x ∈ G ||x|| =
√
(x,x) (5.4)



5.4. 線形写像と内積 67

5.4.3 複素数上の計量ベクトル空間

複素数を係数としたベクトルの線形結合を扱う場合、実係数のベクトルに

対して定義した内積を拡張する必要がある。

複素数 C 上の計量ベクトル空間

　

反対称性 (x,y) = (y,x)∗ (5.5a)

反線形性 ∀λ, (λx,y) = λ∗(x,y) (5.5b)

(x+ z,y) = (x,y) + (z,y) (5.5c)

正値性 (x,x) ≥ 0 0となるのは x = 0のときのみ

(5.5d)

実係数のベクトル空間の内積とは異なり、複素係数のベクトルでは内積 (x,y)

の中の右側のベクトルの選び方と、左側のベクトルの選び方が異なる。同

じ xで表わしていても、右側にあればベクトル xを指すが、左側にあれば

x∗ = s ̸= xである。従って左側のベクトルは右側のベクトルとは異なる空間

に属する。この空間は、要素間の一対一の対応で結びついた右側の空間と同

じ構造もつ。このような空間を双対空間と呼ぶ。

5.4.4 双対空間

体R上のベクトル空間V で定義された線形写像全体の集合Φ = {ϕ, ψ, · · · }
を考えよう。この集合 Φに対して、その元の間の加法 (+)と、体 Rの元と

のスカラー積 (·)を

加法 {ϕ+ ψ}(x) = ϕ(x) + ψ(x)

スカラー積 {α · ϕ}(x) = αϕ(x)

のように定義すると、線形写像の集合 Φもまた体 R上のベクトル空間とな

る。しかも、あたかもレプリカのようにもとのベクトル空間 V と全く同じ構

造をもち、双対空間と呼ばれる。

もとの n次元ベクトル空間 V の基底を {e1, e2, · · · , en}とする。V のベク
トル xをこの基底の線形結合として書くと、

x = ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen

となる。線形写像のベクトル空間 Φの中には、ベクトル xの i番目の成分 ξi

を取り出す、射影と呼ばれる写像 ϕiが含まれる。V の基底 ejに対する働きは

ϕi(ej) = δij i, j = 1, 2, · · · , n
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である。この n個の射影は、ベクトル空間として見たときの Φの基底になっ

ていることを示すことができる。ゆえに、任意の線形写像 ∀ξ ∈ Φは

ξ(e1) = x1, ξ(e2) = x2, · · · , ξ(en) = xn

のとき

ξ = x1 ϕ1 + x2 ϕ2 + · · ·+ xn ϕn

と表わされ、この線形写像 ξをベクトル xに作用させた結果は

ξ(x) =
{
x1 ϕ1 + x2 ϕ2 + · · ·+ xn ϕn

}(
ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen

)
= x1 · ξ1 + x2 · ξ2 + · · ·+ xn · ξn

となる。xはベクトル、ϕi はそのベクトルに作用する写像であったのだが、

仮に元のベクトルと同じと見なせば、ほとんどベクトルの内積を計算してい

るかのような式である。双対ベクトル空間として元のベクトル空間との対応

を見やすくするため、写像の集合 Φを双対ベクトル空間 V ∗と名前と記号を

改め、射影写像 ϕi の記号を ϵi に改めると、次のような対応付けができる。

ベクトル空間　 V 双対ベクトル空間　 V ∗

元 x, y, · · · ξ, η, · · ·
基底

{
e1, e2, · · · , en

} {
ϵ1, ϵ2, · · · ϵn

}
展開 x = ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen ξ = x1ϵ1 + x2ϵ2 + · · ·+ xnϵn

係数 ξi = ϵi(x) xi = ξ(ei)

線形性

ξ(x+ y) = ξ(x) + ξ(y)

ξ(αx) = α ξ(x)

{ξ + η}(x) = ξ(x) + η(x)

{αξ}(x) = α ξ(x)

5.5 量子力学の行列表現

有限次元系について、量子力学的状態のベクトル表現とベクトルに対する

演算子、それらの行列表現をまとめておく。

5.5.1 ベクトルと演算子

ベクトル空間とケットベクトル 個々の量子力学的状態 ψにベクトルを結び

つけ、それをケットベクトルと呼び、|ψ⟩と書く。ケットベクトルの全体は線
形ベクトル空間を作る。複素数を係数とした幾つかのケットベクトルの線形

結合はまたケット空間のベクトルである。たとえば、

|u⟩ = c1|1⟩+ c2|2⟩ (5.6)

ベクトル空間に含まれる線形独立なベクトルの最大数 nがこのベクトル空間

の次元数である。
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双対空間とブラベクトル ケットのベクトル空間に別の型のベクトルからな

るもう一つのベクトル空間、双対空間を対応付けることができる。双対空間

のベクトルをブラベクトルと呼ぶ。ケットベクトルとブラベクトルは一対一

対応し、ケットベクトル |u⟩に対応するブラベクトルを ⟨u|と書き、これらは
互いに共役であるという。そしてその対応は反線形的である。すなわちケッ

ト空間における線形結合の式 (5.6)に対応するブラ空間の関係式は

⟨u| = c∗1⟨1|+ c∗2⟨2| (5.7)

である。

内積 ケット |u⟩とケット |v⟩の内積は複素数で ⟨v|u⟩と書く。この内積は波
動関数の内積に関する性質を持っているとする。

⟨u|v⟩ = ⟨v|u⟩∗ (5.8)

⟨u|u⟩ ≥ 0 (5.9)

線形演算子 ケットベクトルに対する演算子 Aは、あるケット |u⟩に作用し
たとき別のケット |v⟩を生みだす。

|v⟩ = A|u⟩ (5.10)

線形演算子はケットの線形結合に対する作用が線形である。

A
(
c1|1⟩+ c2|2⟩

)
= c1A|1⟩+ c2A|2⟩ (5.11)

ブラ ⟨χ|に対する演算子 Aの作用は、⟨χ|
(
A|u⟩

)
= ⟨ξ|u⟩となるようなブラ

⟨ξ|を ⟨χ|Aと定義する。この定義から(
⟨χ|A

)
|u⟩ = ⟨χ|

(
A|u⟩

)
= ⟨χ|A|u⟩ (5.12)

が成り立つ。

演算子の例 　 |s⟩⟨t| (
|s⟩⟨t|

)
|u⟩ = |s⟩⟨t|u⟩　

⟨χ|
(
|s⟩⟨t|

)
= ⟨χ|s⟩⟨t|

エルミート共役演算子とエルミート演算子、ユニタリ演算子 ブラ ⟨u|Aに
共役なケット |v⟩を |u⟩から生みだす演算子を Aのエルミート共役演算子と

呼び A† で表す。つまり、|v⟩ = A†|u⟩と書ける。⟨t|v⟩ = ⟨v|t⟩∗ より

⟨t|A†|u⟩ = ⟨u|A|t⟩∗ (5.13)
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演算子 H がそれ自身のエルミート共役演算子になっているとき、H をエ

ルミート演算子という。

H = H† (5.14)

演算子 U がそのエルミート共役演算子の逆になっているとき、U をユニタ

リ演算子という。

UU† = U†U = 1 (5.15)

5.5.2 行列表現

N ×N 型の正方行列について簡単に復習。

エルミート共役行列 行列 Aのエルミート共役行列 A† は

(A†)kl = A∗
lk (5.16)

で与えられえる。

エルミート行列 行列 H がそれ自身のエルミート共役行列 H† に等しいと

き、H をエルミート行列という。

Akl = A∗
lk (5.17)

ユニタリ行列 行列 U がそのエルミート共役行列の逆に等しいとき、U をユ

ニタリ行列という。

UU† = U†U = I (5.18)

対角和 行列 Aの対角要素の和は跡 Traceとも呼び、Trで表わす。

TrA =
∑
n

Ann (5.19)

行列の積の Trは行列の円置換によって不変である。

TrABC = TrCBA (5.20)

5.5.3 行列によるベクトルと演算子の表現

N 次元空間の完全規格直交系
{
|n⟩
}
を用意する。規格直交性は

⟨m|n⟩ = δmn (5.21)

完全性は

PN =
∑
n

|n⟩⟨n| = 1 (5.22)
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で表される。PN はそれぞれの基底ベクトルの成分を取り出す射影演算子

Pi = |i⟩⟨i| (5.23)

を全て集めたものである。

さて、任意のケット |u⟩は

|u⟩ = PN |u⟩ =
∑
n

|n⟩⟨n|u⟩ =
∑
n

|n⟩un (5.24)

と表される。この基底におけるケット |u⟩は列ベクトルで表わされ、複素数
un = ⟨n|u⟩をその列ベクトルの n行目の要素とみなす。

同様に任意のブラ ⟨v|は

⟨v| = ⟨v|PN =
∑
n

⟨v|n⟩⟨n| =
∑
n

v∗n⟨n| (5.25)

と表される。この基底におけるブラ ⟨v| は行ベクトルで表わされ、複素数
v∗n = ⟨v|n⟩をその行ベクトルの n列目の要素とみなす。

ブラ ⟨v|を表わす行ベクトルの要素 v∗nはケット |v⟩を与える列ベクトルの
要素 vnの複素共役である。行ベクトルを 1行N 列の行列、列ベクトルをN

行 1列の行列とみると、ケットを表わす列ベクトルとそれに共役なブラベク

トルを表わす行ベクトルとはエルミート共役の関係にある。

任意の線形演算子 Aは

A = PNAPN =
∑
m

∑
n

|m⟩⟨m|A|n⟩⟨n| =
∑
m

∑
n

|m⟩Amn⟨n| (5.26)

と表される。線形演算子 A は正方行列で表わされ、その m 行 n 列要素は

Amn = ⟨m|A|n⟩で与えられる。エルミート共役な二つの演算子AとA†を表

わす行列は互いにエルミート共役である。

A†
mn = ⟨m|A†|n⟩ = ⟨n|A|m⟩∗ = A∗

nm (5.27)

ベクトルと演算子が列ベクトルあるいは行ベクトルと正方行列に対応付け

られたので、ベクトルと演算子についての種々の積は対応する行列の積で表

わされる。

1. |u⟩と |v⟩の内積

⟨v|u⟩ = ⟨v|PN |u⟩ =
∑
n

⟨v|n⟩⟨n|u⟩ =
∑
n

v∗nun (5.28)

2. |u⟩または ⟨v|に対する Aの作用

A|u⟩ = PNAPN |u⟩ =
∑
m

∑
n

|m⟩⟨m|A|n⟩⟨n|u⟩ (5.29)

⟨v|A = ⟨v|PNAPN =
∑
m

∑
n

⟨v|m⟩⟨m|A|n⟩⟨n| (5.30)
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3. Aと B の積

AB = PNAPNBPN =
∑
m

∑
k

∑
n

|m⟩⟨m|A|k⟩⟨k|B|n⟩⟨n| (5.31)

4. |u⟩⟨v|

|u⟩⟨v| = PN |u⟩⟨v|PN =
∑
m

∑
n

|m⟩⟨m|u⟩⟨v|n⟩⟨n| (5.32)
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物質の摂動に対する応答を考える。一般論を見た後、物質を表わす最も簡

単なモデルとして、二つの量子状態しか持たない二準位系を取り上げ、摂動

が加わったときの振る舞いについて考える。

6.1 摂動論

6.1.1 定常状態の摂動論

無摂動系のハミルトニアンをH0とし、そのm番目のエネルギー固有値と

固有関数を Em、|m⟩とする。

H0|m⟩ = Em|m⟩ (6.1)

系には小さな摂動 λH′が加わっており、これを含めた系の全ハミルトニアン

をHとする。
H = H0 + λH′ (6.2a)

無次元の量 λは摂動 H′ が無摂動系の固有値固有関数に及ぼす影響を冪展開

するために用いられる。手順は以下の通り。λをゼロにしたときにエネルギー

固有値が E0、固有関数が |0⟩に収束するとき、λ≪ 1に対する系の本当の固

有値 E と固有関数 |ψ⟩は、

E = E0 + λE1 + λ2E2 + · · · (6.2b)

|ψ⟩ = |0⟩+ λ|1⟩+ λ2|2⟩+ · · · (6.2c)

と展開できると考える。これら三つの式を解くべき方程式

H|ψ⟩ = E|ψ⟩ (6.3)

に代入して λの冪で整理する。

0 = (H0 − E0) |0⟩ (6.4a)

+λ
[
(H0 − E0) |1⟩+ (H′ − E1) |0⟩

]
(6.4b)

+λ2
[
(H0 − E0) |2⟩+ (H′ − E1) |1⟩ − E2|0⟩

]
(6.4c)

+λ3
[
· · ·
]
+ · · · +

λN
[
(H0−E0) |N⟩+ (H′−E1) |N−1⟩ − E2|N−2⟩ − · · · − EN |0⟩

]
(6.4d)
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λの冪の係数はそれぞれゼロでなければならない。λの零次の項は、無摂動

系の固有値方程式そのものであるからゼロである。λの一次以上の項に左か

ら ⟨0|を掛けて内積を取ると1

EN = ⟨0|V |N − 1⟩ (6.6)

エネルギーの N 次の補正は、摂動 V を ⟨0|と |N − 1⟩で挟んだ期待値であ
る。特に、一次のエネルギー補正 E1 は

E1 = ⟨0|V |0⟩ (6.7)

で与えられる。最低次の一次の近似では、摂動の影響がまだ弱いため、系の

状態 (すなわち波動関数)は摂動を受けない元のままの状態と考えることがで

き、無摂動の状態における摂動の期待値が一次のエネルギー補正になる。

波動関数のN 次の補正 |N⟩は、具体的には無摂動系のハミルトニアンH0

の規格直交系
{
|m⟩
}
で表わされる。

|N⟩ =
∑
m ̸=0

|m⟩⟨m|N⟩ (6.8)

係数 ⟨m|N⟩は一次から順に λの冪の項を使って

⟨m|1⟩ = ⟨m|H′|0⟩
E0 − Em

(6.9a)

⟨m|2⟩ = ⟨m|H′|1⟩
E0 − Em

− E1⟨m|1⟩
E0 − Em

(6.9b)

...

⟨m|N⟩ = ⟨m|H′|N−1⟩
E0 − Em

− E1⟨m|N−1⟩+ E2⟨m|N−2⟩+ · · ·+ EN−1⟨m|1⟩
E0 − Em

(6.9c)

となり、波動関数の N 次の補正 |N⟩は N − 1次の補正 |N − 1⟩から導かれ
ることが分かる。一次と二次の補正を書き下しておくと、

|1⟩ =
∑
m ̸=0

|m⟩ ⟨m|H′|0⟩
E0 − Em

(6.10a)

|2⟩ =
∑
m ̸=0

|m⟩
[
⟨m|H′|1⟩
E0 − Em

− E1⟨m|1⟩
E0 − Em

]

=
∑
m ̸=0

∑
n̸=0

|m⟩
[

⟨m|H′|n⟩⟨n|H′|0⟩
(E0 − Em)(E0 − En)

− ⟨m|H′|0⟩⟨0|H′|0⟩
(E0 − Em)2

]
(6.10b)

1波動関数の摂動による補正は、次数によらず全て無摂動系の波動関数に直交する。

⟨0|N⟩ = 0, N = 1, 2, 3, · · · (6.5)

ベクトル |0⟩の方向の補正は、状態ベクトルの大きさを調節するものであって状態そのものを変
えるものではない。
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6.2 二準位系

物質のハミルトニアンをH0、物質が取り得る二つの量子状態を |a⟩、|b⟩と
し、それらの固有エネルギーを Ea、Eb (Ea > Eb)とする。

H0|a⟩ = Ea|a⟩, H0|b⟩ = Eb|b⟩

物質にとって意味があるのは二つの準位のエネルギー差 Ea −Eb = 2E0 > 0

であってエネルギーの絶対値には意味がないので、エネルギーの原点をEaと

Eb の中点に置く。

H0|a⟩ = E0|a⟩, H0|b⟩ = −E0|b⟩ (6.11)

ハミルトニアンH0 を行列で書くと、

H0 =

(
E0 0

0 −E0

)
(6.12)

6.2.1 定常状態の厳密解

次に摂動H′が入った場合を考える。H′の対角要素は、二つの準位の対角

要素の差 2E′ だけに意味があるので、H0 の場合と同じく、対角要素の平均

が零になるように原点をとることにする。

⟨a|H′|a⟩ = E′, ⟨b|H′|b⟩ = −E′ (6.13a)

非対角要素は複素数になるが、位相は二つの波動関数の間の相対位相で決ま

るものであり、正の実数 V とおいても一般性を失わない2。

⟨a|H′|b⟩ = ⟨b|H′|a⟩ = V > 0 (6.13e)

摂動のハミルトニアンH′ を行列で書くと

H′ =

(
E′ V

V −E′

)
(6.14)

2もし非対角要素が複素数の場合、大きさ |V | と位相 δ を使って

⟨a|H′|b⟩ = |V |eiδ, ⟨b|H′|a⟩ = |V |e−iδ (6.13b)

と書ける。ここで |a⟩ に対する |b⟩ の位相を e−iδ だけずらして新たに |b̃⟩ を

|b̃⟩ = |b⟩e−iδ (6.13c)

と定義すれば、非対角要素は正の実数 |V | になる。

⟨a|H′|b̃⟩ = ⟨b̃|H′|a⟩ = |V | (6.13d)
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系本来のハミルトニアンH0と摂動H′を合わせてHとすると、E = E0+E
′

とおいて

H = H0 +H′ =

(
E V

V −E

)
(6.15a)

=
√
E2 + V 2

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
(6.15b)

と書ける。ここで対角要素 E に対する非対角要素 V の大きさを

tan θ =
V

E
(6.15c)

と θで表わした。比例定数
√
E2 + V 2 を外して対角化するとcos θ sin θ

sin θ − cos θ


 cos

θ

2
− sin

θ

2

sin
θ

2
cos

θ

2

 =

cos
θ

2
− sin

θ

2

sin
θ

2
cos

θ

2


1 0

0 −1


(6.16)

新たな固有状態を |+⟩と |−⟩で表わすと、固有関数 |±⟩と固有値 E± は

|+⟩ = cos
θ

2
|a⟩+ sin

θ

2
|b⟩ E+ =

√
E2 + V 2 (6.17a)

|−⟩ = − sin
θ

2
|a⟩+ cos

θ

2
|b⟩ E− = −

√
E2 + V 2 (6.17b)

となる。

6.2.2 冪展開

厳密解を摂動について冪展開してみよう。固有エネルギーは V/E、固有関

数は θの冪で表わすことにする。摂動の二乗まで取ると3

E± = ±
[
E +

1

2

V 2

E
− 1

8

V 4

E3
+ · · ·

]
(6.20)

3冪展開には
√
1 + x = 1 +

1

2
x−

1

8
x2 + · · · (6.18)

cos θ = 1−
1

2
θ2 +

1

24
θ4 − · · · (6.19a)

sin θ = θ −
1

6
θ3 + · · · (6.19b)

tan θ = θ +
1

3
θ3 + · · · (6.19c)

をつかう。
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|+⟩ ≈
(
1− 1

8
θ2
)
|a⟩+ 1

2
θ|b⟩ (6.21a)

|−⟩ ≈ −1

2
θ|a⟩+

(
1− 1

8
θ2
)
|b⟩ (6.21b)

V

E
= θ +

1

3
θ3 + · · · (6.21c)

このあと、摂動 H′ の対角項 E′ がもたらす影響と非対角項 V がもたらす影

響とを別々に分けて議論する。

摂動の対角項 E′ 　

冪展開の式で V = 0とおくと、残るのは E = E0 + E′ に含まれる摂動の対

角項 E′ だけで、エネルギー固有値と固有関数は

E± = ±E0 ± E′ (6.22a)

|+⟩ = |a⟩ |−⟩ = |b⟩ (6.22b)

波動関数に変化はなく、固有エネルギーに元の固有状態における摂動の期待

値、⟨a|H′|a⟩ = E′と ⟨b|H′|b⟩ = −E′、の補正が加わるのみ。摂動による補正

E′は正負どちらもあり得るが、もともと摂動なので無摂動系のエネルギー準

位を逆転させるほど大きくはない。つまり |E′| < E0 と仮定している。

摂動の非対角項 V 　

今度は対角項 E′ をゼロとおき、非対角項 V だけを残してみよう。

固有エネルギーについてまず分ることは、厳密解の式
√
E2

0 + V 2から明ら

かなように、状態 |a⟩と |b⟩との間に相互作用 V が存在すれば、二つの状態

のエネルギー差は必ず大きくなるということである。つまり、もともとエネ

ルギーが高かった状態はますます高エネルギーとなり、もともとエネルギー

が低かった状態はますます低エネルギーになるということである。

E0 の代わりに無摂動系の状態と状態のエネルギー差 Eab = Ea − Eb =

2E0 > 0を使って固有エネルギーの冪展開の式を書くと

E± = ±
[
E0 +

V 2

Eab
− V 4

E3
ab

+ · · ·
]

(6.23)

となる。冪展開すると四次の項の符号が負なので、摂動の結果エネルギー差

が必ずしも大きくならないのではないか？と不安になるかもしれない。しか

し、そもそも摂動 H′ の影響は小さく、ハミルトニアン行列の非対角要素 V

は対角要素 E より小さい V/E < 1、という状況で摂動展開するものだ、と

考えればよい。規格完全系での摂動の冪展開の式と対応を付けやすくするた
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め、行列要素の添え字が分かる形で書くと、

E+ = E0 +
⟨a|H′|b⟩⟨b|H′|a⟩

Ea − Eb
− ⟨a|H′|b⟩⟨b|H′|a⟩⟨a|H′|b⟩⟨b|H′|a⟩

(Ea − Eb)(Ea − Eb)(Ea − Eb)
+ · · ·

(6.24a)

E− = −E0 +
⟨b|H′|a⟩⟨a|H′|b⟩

Eb − Ea
− ⟨b|H′|a⟩⟨a|H′|b⟩⟨b|H′|a⟩⟨a|H′|b⟩

(Eb − Ea)(Eb − Ea)(Eb − Ea)
+ · · ·

(6.24b)

となる4。

波動関数については、まず θの二次までの近似では tan θ = θが成り立つ。

また定義から tan θ = V/E0 であるが、E0 の代わりに Eab = 2E0 を使う。

θ =
V

E0
=

2V

Eab
(6.26)

が成り立つ。これを使うと

|+⟩ =
(
1− V 2

E2
ab

)
|a⟩+ V

Eab
|b⟩ (6.27a)

|−⟩ = − V

Eab
|a⟩+

(
1− V 2

E2
ab

)
|b⟩ (6.27b)

行列要素をあらわに書き、摂動論の一般式の形にそろえると、

|+⟩ = |a⟩+ |b⟩ ⟨b|H
′|a⟩

Ea − Eb
− |a⟩ ⟨a|H′|b⟩⟨b|H′|a⟩

(Ea − Eb)(Ea − Eb)
(6.28a)

|−⟩ = |b⟩+ |a⟩ ⟨a|H
′|b⟩

Eb − Ea
− |b⟩ ⟨b|H′|a⟩⟨a|H′|b⟩

(Eb − Ea)(Eb − Ea)
(6.28b)

となる5。

4最後の四次の項は摂動の一般論の三次の波動関数の補正の式

|3⟩ =
∑
m ̸=0

|m⟩
[
⟨m|H′|2⟩
E0 − Em

−
E1⟨m|2⟩
E0 − Em

−
E2⟨m|1⟩
E0 − Em

]
(6.25)

の第三項に由来している。
5最後の項は摂動の二次の補正のようにも見えるが、零次の波動関数の成分のノルムの補正と

解釈すべきで、摂動の一般論では考慮していないので、一般論の結果の式の中に対応する項はな
い。
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気体を液体に凝集させる分子間の引力相互作用について詳しく考えてみよ

う。遠距離で働く引力の代表的なものを表 7.1に挙げた。それぞれのタイプ

は異なった距離依存性を持っている。以下、分子間の静電相互作用の多極子

展開と、量子力学の摂動論を使って分子間力を理解していこう。注目すべき

は、中性で電荷の偏りがない (双極子を持たない)分子の間にも引力相互作用

が働いていることである。この中性無極性分子間の引力は「分散力」と呼ば

れており、その起源を理解することがこの章の目標である。

7.1 分子間静電相互作用エネルギーの多極子展開

分子は複数の原子核と電子からなる点電荷の集団である。分子間の相互作

用は、二つの点電荷の集団の間の静電引力が起源になっているはずである。

一番目の電荷の集団 (分子)を添え字 i、二番目を j で表わし、二つの集団の

距離を Rとすると (図 7.1)、二つの集団の間の静電エネルギーは

V =
∑
i

∑
j

eiej
|−ri +R+ rj |

(7.1)

ri = (xi, yi, zi) (7.2a)

rj = (ξj , ηj , ζj) (7.2b)

と表わされる。これを、1番目の集団がつくるポテンシャル

ϕ (R) =
∑
i

ei
|R− ri|

(7.3)

表 7.1: 分子間相互作用エネルギー
相互作用の型 エネルギーの 代表的な値 注

距離依存性 (kcal/mol)

イオン-イオン 1/r 250

イオン-双極子 1/r2 15

双極子-双極子 1/r3 2 静止した極性分子間

分散力 (London力) 1/r6 2 中性無極性分子間
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におかれた第二の集団の静電エネルギー V

V =
∑
j

ejϕ (R+ rj) (7.4)

という二段階に分けて考える。ri、rj が Rより小さいとして Taylor展開す

ると、多極子間の相互作用の形に書き下せることがわかる。

R

ri rj

図 7.1: 原子・分子間の静電相互作用

7.1.1 多変数関数のTaylor展開

一般式 　まず準備として多変数関数の Taylor展開の一般式からはじめよ

う。n個の変数、x1, x2, · · · , xn をまとめてベクトル xと書くとき、

x = (x1, x2, · · · , xn) (7.5)

n変数関数 f(x)の Taylor展開は、

f(x+ d) = f(x) +
1

1!

(
d1

∂

∂x1
+ d2

∂

∂x2
+ · · ·+ dn

∂

∂xn

)
f(x)

+
1

2!

(
d1

∂

∂x1
+ d2

∂

∂x2
+ · · ·+ dn

∂

∂xn

)2

f(x)

+ · · ·

+
1

k!

(
d1

∂

∂x1
+ d2

∂

∂x2
+ · · ·+ dn

∂

∂xn

)k

f(x)

+ · · · (7.6)

である。n個の変数に関する偏微分をベクトルD

D =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, · · · , ∂

∂xn

)
(7.7)

で表すことにすると、Taylor展開の表式は

f(x+ d) = f(x) +

∞∑
k=1

1

k!
(d ·D)

k
f(x) (7.8)

とまとめられる。
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三次元空間の関数 　さてここで三次元の空間座標の関数、すなわち n = 3

の三変数関数を考えよう。このとき先ほどのDはナブラ ∇に等しい。した
がって Taylor展開は

f(x+ d) = f(x) + (d ·∇) f(x) +
1

2
(d ·∇)

2
f(x) + · · ·

= f(x) +
3∑

α=1

dα
∂f(x)

∂xα
+

1

2

3∑
α=1

3∑
β=1

dα
∂2f(x)

∂xα∂xβ
dβ + · · ·

= f(x) + d ·∇f(x) + 1

2
d t (Hf(x))d+ · · · (7.9)

となる。二次の項に現れる行列Hf(x)は f のヘッセ行列と呼ばれる。

Hf(x) =



∂2f

∂x12
∂2f

∂x1∂x2

∂2f

∂x1∂x3

∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x22
∂2f

∂x2∂x3

∂2f

∂x3∂x1

∂2f

∂x3∂x2

∂2f

∂x32


(7.10)

7.1.2 静電ポテンシャルの多極子展開

さて、片方の分子の点電荷の集団が遠方につくる静電ポテンシャル

ϕ (R) =
∑
i

ei
|R− ri|

(7.11a)

ri = (xi, yi, zi), ri ≪ R (7.11b)

の Taylor展開に取りかかろう。まず i番目の荷電粒子一個に着目し、その距

離因子 1/|R− ri|に式 7.1.1を適用すると

1

|R− ri|
=

1

R
− ri ·∇

1

R
+

1

2
r t
i H

(
1

R

)
ri

=
1

R
−

3∑
α=1

xi,α
∂

∂Xα

1

R
+

1

2

3∑
α=1

3∑
β=1

xi,α
∂2

∂Xα∂Xβ

1

R
xi,β + · · ·

と書ける。この距離因子に粒子の電荷 eiを掛けあわせ、分子に属する全ての

荷電粒子について和を取ったものが分子が作り出す静電ポテンシャルである。

ϕ (R) =
∑
i

ei
|R− ri|

=
∑
i

ei
1

R
−
∑
i

eiri ·∇
1

R
+

1

2

∑
i

eir
t
i H

(
1

R

)
ri + · · · (7.12a)

=
∑
i

ei
1

R
−

3∑
α=1

∑
i

eixi,α
∂

∂Xα

1

R
+

1

2

3∑
α,β=1

∑
i

eixi,αxi,β
∂2

∂Xα∂Xβ

1

R

+ · · · (7.12b)
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ここで 1/RのXα に関する一階と二階の偏微分は

∂

∂Xα

1

R
= −Xα

R3
(7.13a)

∂2

∂Xα∂Xβ

1

R
=

3XαXβ

R5
− 1

R3
δαβ (7.13b)

である。一階の偏微分には x、y、zの三成分がある。二階の偏微分について

は、1/Rのヘッセ行列は 9個の要素を持つが、独立な変数の数は 5個である。

これは以下のようにして確かめられる。先ず、二個の変数による二階の偏微

分は微分する変数の順番に依らないので、ヘッセ行列が対称行列であること

が分かる。従ってヘッセ行列は対角要素を表わすのに 3個、非対角要素を表

わすのに 3個、計 6個の独立変数を必要とする。しかしヘッセ行列の 3個の

対角要素の和、すなわち対角和に注目すると

3∑
α=1

∂2

∂X2
α

1

R
=

3

R5

3∑
α=1

X2
α − 3

R3
= 0 (7.14)

という関係が常に成り立っている。このため、対角成分を表わす独立変数は

1個減って 2個となり、非対角要素と併せると 1/Rのヘッセ行列を表わす独

立変数の数は合計 5個であることが分かる。

さて、分子を構成する荷電粒子の電荷 ei と位置 ri にかかわる部分をまと

めると、ϕ(R)は次の形になる。

ϕ(R) = q
1

R
−
∑
α

pα
∂

∂Xα

1

R
+

1

2

∑
α

∑
β

Θαβ
∂2

∂Xα∂Xβ

1

R
+ · · · (7.15)

ここで、

総電荷 q =
∑
i

ei (7.16a)

双極子モーメント p1 =
∑
i

eixi, p2 =
∑
i

eiyi etc. (7.16b)

四極子モーメント Θ11 =
∑
i

eix
2
i , Θ12 =

∑
i

eixiyi, etc. (7.16c)

である。
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7.1.3 静電ポテンシャル中の多極子の静電エネルギー

次に第二の点電荷の集合を考え、第一の集団との相互作用を求める。第一の

集団がつくる静電ポテンシャル ϕ(R)による第二の集団の静電エネルギー V

は

V =
∑
j

ejϕ (R+ rj) (7.17a)

rj = (ξj , ηj , ζj), rj ≪ R (7.17b)

これを Taylor展開すると、

V =
∑
j

ejϕ(R) +
∑
j

ej

(
ξj

∂

∂X
+ ηj

∂

∂Y
+ ζj

∂

∂Z

)
ϕ(R)

+
1

2

∑
j

ej

(
ξ 2
j

∂2

∂X2
+ · · ·+ 2ηjζj

∂2

∂Y ∂Z
+ · · ·

)
ϕ(R) + · · ·

=

q′
+
∑
α

p
′

α

∂

∂Xα
+

1

2

∑
α

∑
β

Θ
′

αβ

∂2

∂Xα∂Xβ
+ · · ·

ϕ(R) (7.18)

となる。ここで、q
′
, p

′

α, Θ
′

αβ は第二の集団の電荷、双極子モーメント、四極

子モーメントである。それぞれの極子の項で静電ポテンシャル ϕ(R)の微分

が何階かに注意すると、総電荷 q
′
の静電エネルギーは静電ポテンシャルに比

例し、双極子 p
′

α の静電エネルギーはポテンシャルの微分、即ち電場に比例

し、四極子Θ
′

αβ の静電エネルギーは電場勾配に比例する。さて、静電ポテン

シャル ϕ(R)に第一の集団のつくるポテンシャルの式を代入すると、二つの

電荷集団の間の静電相互作用のエネルギーが求まり、

V = qq
′ 1

R
+
∑
α

(
qp

′

α − pαq
′
) ∂

∂Xα

1

R
−
∑
α

∑
β

pαp
′

β

∂2

∂Xα∂Xβ

1

R
+ · · ·

(7.19)

と表わされる。各項は、電荷同士 Vc−c、電荷と双極子 Vc−d、双極子-双極子

Vd−d、・・・の相互作用を表わしている。微分の結果を具体的に書き表すと、

V = Vc−c + Vc−d + Vd−d + · · · (7.20)

Vc−c =
1

R
qq

′
(7.21a)

Vc−d =
1

R2

{(
p ·R

)
q
′ − q

(
p

′ · R
)

R

}
(7.21b)

Vd−d =
1

R3

{
p · p

′
− 3

(
p ·R

)(
p

′ · R
)

R2

}
(7.21c)

となる。
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7.1.4 摂動論による扱い

ここで求めた分子間の静電相互作用エネルギー V を摂動として量子力学の

摂動計算から相互作用の大きさを計算してみよう。まずそのために、低次の

エネルギーと波動関数の摂動展開を思い出しておく。

波動関数の 1次の補正は

|1⟩ =
∑
i ̸=a

|E0
i ⟩

⟨E0
i |V |0⟩

ϵ0 − E0
i

(7.22)

エネルギーの 1次と 2次の補正は

ϵ1 = ⟨0|V |0⟩ (7.23a)

ϵ2 =
∑
i ̸=a

⟨0|V |E0
i ⟩⟨E0

i |V |0⟩
ϵ0 − E0

i

(7.23b)

であった。

分子間力：1次摂動 分子 1の下から i番目のエネルギー固有値をE0
1i、その

固有状態を表わす波動関数を ψiとし，分子 2の下から j番目のエネルギー固

有値をE0
2j、その固有状態を表わす波動関数を ϕj とする。基底状態は添え字

iまたは jが 0とする。分子間の静電相互作用が無いとした無摂動系 (V = 0)

では、分子間距離 Rが大きくて二つの分子の電子雲に重なりはなく、系全体

の波動関数は二つの分子の波動関数の積で表わされる。1次摂動によるエネ

ルギー変化は

∆E1 = ⟨ψ0ϕ0|V |ψ0ϕ0⟩ (7.24)

これは無摂動系、すなわち分子間相互作用の影響を受けない孤立分子の波動

関数での相互作用の期待値である。したがって、q や pの期待値がゼロでな

く、分子それ自体が電荷や双極子モーメントを持つ場合に働く相互作用であ

る。表 7.1に挙げた分子間引力のうち、

• イオン-イオン相互作用は Vc−c の一次摂動で距離依存性は 1/R

• イオン-双極子相互作用は Vc−d の一次摂動で距離依存性は 1/R2

• 双極子-双極子相互作用は Vd−d の一次摂動で距離依存性は 1/R3

であることが分かる。

分散力：二次摂動 中性無極性分子間の相互作用を考えよう。電荷、双極子

とも期待値を持たないので、一次摂動はゼロである。エネルギーの二次摂動

は、⟨0|V |1⟩の表式から分かるように、摂動のために波動関数が変化したこと
(波動関数の一次摂動 |1⟩)によるエネルギー変化である。いまの場合の摂動は
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分子間の静電相互作用であり、それが孤立分子の波動関数を少し変化させる。

しかし、分子全体の電荷は変化しない。中性分子の総電荷の演算子 q =
∑

i ei

はどのような固有関数を左右から挟んでもその行列要素はゼロである。した

がって、Vc−c と Vc−d は波動関数の摂動に寄与しない。一方、双極子・双極

子相互作用 Vd−d は無極性分子の波動関数に影響を与えて双極子を誘起する

ことができる。双極子の演算子 px =
∑

i eixiは分子の基底状態についての期

待値はゼロであるが、座標の演算子 xiを含むため、基底状態とそれ以外の状

態で挟んだとき非対角要素がゼロでない可能性があるからである。Vd−dによ

る波動関数の一次の補正は

|1⟩ =
∑
i ̸=0

∑
j ̸=0

|ψiϕj⟩
⟨ψiϕj |Vd−d|ψ0ϕ0⟩

ϵ10 − E0
1i + ϵ20 − E0

2j

(7.25)

である。これによって両方の分子に双極子が誘起されるから、エネルギーの

二次の補正は Vd−d の行列要素 ⟨0|Vd−d|1⟩であり、

∆E2 =
∑
i ̸=0

∑
j ̸=0

⟨ψ0ϕ0|Vd−d|ψiϕj⟩⟨ψiϕj |Vd−d|ψ0ϕ0⟩
ϵ10 − E0

1i + ϵ20 − E0
2j

(7.26)

と表される。二次摂動エネルギーの計算には、分子の全ての状態のエネルギー

と波動関数の知識が必要になる。現実には不可能なので、中性原子のような

球対称な分子を仮定して大胆な近似を入れて計算を進めると、分極率 αとイ

オン化ポテンシャル I を使った Londonの式

∆E = −3

2

1

R6

I1I2
I1 + I2

α1α2 (7.27)

に到達する。

この誘起双極子・誘起双極子相互作用は分散力、あるいは London力と呼

ばれ、Vd−d の二次摂動であるから距離依存性は 1/R6 である。

分散力が働く例としては、アルゴンのような中性原子を思い浮かべると良

い。電荷分布の時間平均は球対称でも瞬間では分布は偏っている。しかし、

瞬間の双極子同士が引力を生ずると考えてはならない。それは引力と等しく

反発力を生じるからである。基底状態の波動関数での双極子の期待値はゼロ

であるが、基底状態のある瞬間を見れば、電荷分布が偏っていることに対応

する。したがって、エネルギーの一次の補正はゼロである。しかし、基底状

態で存在する瞬間的双極子は、となりの分子に双極子を誘起する。これが波

動関数の一次補正である。互いの瞬間的双極子が誘起しあった、誘起双極子

同士の間に引力が働き、これがエネルギーの二次補正に対応している。
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7.2 Lennard-Jonesポテンシャル

電荷を持たない無極性分子間に働く引力ポテンシャルは、分子間距離Rの

6乗の依存性を持つことが分かった。近距離で働く反発ポテンシャルは急峻に

立ち上がり、大きな反発力を生む。反発は二つの分子の電子の波動関数の裾

が重なり合うことから生じているので、分子間距離Rに関して指数関数的に

振舞うと考えられる。しかし、実際の計算に用いられる代表的なポテンシャ

ルは、引力を二乗した 12乗の依存性を持つ。イギリス Bristol大学の理論家

John Lennard-Jones (1894-1954)が 1931年に提唱したこのポテンシャルは

二つのパラメータ、ϵと σを持つ。

V (R) = 4ϵ

[( σ
R

)12
−
( σ
R

)6]
(7.28)

パラメータ ϵはポテンシャルの引力の深さ (無限遠を 0としたときのポテン

シャルの最小値)、σは分子の大きさ (余剰エネルギーが無いときの最近接距

離で、ポテンシャルの x切片がそれにあたる)を表す。
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図 7.2: Lennard-Jonesポテンシャル
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7.3 一次元空間における分子間相互作用とvan der

Waals力

van der Waals力の二次摂動による表式は大変込み入った複雑なものであ

る。ここでは思い切って簡単化した系、すなわち一次元空間の 2個の一電子

原子について、静電相互作用の多極子展開と摂動による原子間力の表現を考

えてみよう。

7.3.1 一次元空間での原子間力

2個の原子は一定の核間距離X を保ち、それぞれの原子核から測った座標

が xと ξ の位置に電子を一個持っている。4個の荷電粒子からなるこの系の

静電エネルギー V は

V = − e2

|x|
− e2

|ξ|
+
e2

X
+

e2

|−x+X + ξ|
(7.29)

と表わされる。引力を表わす最初の二項は、2個の原子を成り立たせている

原子核と電子の引力を表わす。斥力のうち核間反発の項 e2/X は、原子核が

動かないとしているのでエネルギーの原点を上下させるだけの定数に過ぎな

い。残った電子間反発の項 e2/ |−x+X + ξ|を、左の原子核から位置 xの場

所にいる電子がつくるポテンシャル

ϕ(X) =
e

|X − x|
(7.30)

におかれた第二の電子の静電エネルギー V

V = eϕ (X + ξ) (7.31)

という二段階に分けて考える。x、ξ がX に比べて十分小さいとして Taylor

展開すれば、多極子間の相互作用の形の表現を得る。

一変数関数の Taylor展開 　 xを引数とする一変数関数 f(x)の Taylor展

開は、

f(x+ δ) = f(x) +
δ

1!

d

dx
f(x) +

δ2

2!

d2

dx2
f(x) + · · ·+ δk

k!

dk

dxk
f(x) + · · ·

= f(x) +
∞∑
k=1

δk

k!

dk

dxk
f(x) (7.32)

で与えられる。
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静電ポテンシャルの多極子展開 　左側の電子が遠方につくる静電ポテン

シャル
e

|X − x|
, |x| ≪ X (7.33)

の中の距離因子 1/|X − x|を Taylor展開すると

1

|X − x|
=

1

|X|
− x

d

dx

1

|X|
+
x2

2

d2

dx2
1

|X|
+ · · ·

と書けるので、原子核による一定の寄与とあわせて左側の原子が作り出す静

電ポテンシャルは、

ϕ (X) = − e

|X|
+

e

|X − x|

= −ex d

dx

1

|X|
+
ex2

2

d2

dx2
1

|X|
+ · · · (7.34)

を得る。ここで 1/|X|の xに関する一階と二階の微分は

d

dx

1

|X|
= − 1

|X|2
X

|X|
(7.35a)

d2

dx2
1

|X|
=

3X2

|X|5
− 1

|X|3
=

2

|X|3
(7.35b)

である。扱っている原子は中性原子なので電荷を持たず、瞬間的な双極子モー

メント exや四極子モーメント ex2 を持つ。

静電ポテンシャル中に置かれた多極子の静電エネルギー 　次に第二の原子

と第一の原子との相互作用を考える。第一の原子がつくる静電ポテンシャル

ϕ(X)による第二の原子の静電エネルギー V は

V = eϕ (X)− eϕ (X + ξ) , |ξ| ≪ |X| (7.36)

これを Taylor展開すると、

V = (e− e)ϕ(X) + eξ
d

dx
ϕ(X) +

eξ2

2

d2

dx2
ϕ(X) + · · · (7.37)

となる。第二の原子も電荷を持たず、瞬間的な双極子モーメント eξや四極子

モーメント eξ2 を持つ。これに第一の原子のつくるポテンシャルの式を代入

すると、2個の原子間の静電相互作用のエネルギーは

V = −(ex)(eξ)
d2

dx2
1

|X|
+ · · · = −2e2xξ

|X|3
+ · · · = Vd−d + · · · (7.38)

と双極子-双極子相互作用を表わす項 Vd−d から冪展開が始まる。
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7.3.2 一次元空間の一電子原子間の van der Waals力

一次元空間で簡単になった分子間相互作用の式を使って van der Waals力

を導いてみよう。なるべく簡単にするために、相互作用するのは二個の異な

る種類の一電子原子とする。十分に離れた水素原子と重水素原子の間に働く

相互作用を考えるようなもので、現実にはありえない系だが波動関数とエネ

ルギーに摂動による補正が加わる様子を理解できる。

二個の異なる中性一電子原子 　現実に安定に存在する単原子は少なくとも

2個の電子を持っている。電子を複数持つ多電子原子では、電子系の波動関

数が Fermi統計の要請を満たし、任意の二個の電子の交換に関して波動関数

が反対称でなければならない。こうしたことを考慮しなくて済むように、異

種の単電子原子二個の系を扱うことにする。異種原子としたのは同種原子二

個だと出発の無摂動状態が縮重するからである。

X

x x
00

atom 1 atom 2

E10

0

E11

0

E20

0

E21

0

y0(x)

y1(x)

f0(x)

f1(x)

図 7.3: 二個の一電子原子

波動関数の一次の補正 　二個の原子ともエネルギーが最低の基底状態にあ

るとし、原子間相互作用が与える影響を波動関数の一次摂動、エネルギーの

二次摂動の順に調べていく。このとき、摂動に参加する状態としては、エネ

ルギー的に一番近い第一励起状態のみを考えることにする。原子 1の基底状

態の波動関数を ψ0(x)、エネルギー固有値を E0
10、第一励起状態の波動関数

ψ0(x)、エネルギー固有値をE0
11と表わす。原子 2についても同様に、基底状

態と第一励起状態の波動関数を ϕ0(ξ)と ϕ1(ξ)、エネルギー固有値を E0
20 と

E0
21 と表わす。摂動がないときの系全体の波動関数は二つの原子の基底状態

の積で表わされる。

|0⟩ = |ψ0ϕ0⟩, ϵ0 = E0
10 + E0

20 (7.39)
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波動関数の一次の補正は

|1⟩ =
1∑

i=0

1∑
j=0

|ψiϕj⟩
⟨ψiϕj |Vd−d|ψ0ϕ0⟩

E0
10 − E0

1i + E0
20 − E0

2j

(7.40)

ただし、i = j = 0は除く。ここに現れる相互作用は

Vd−d = − 2

|X|3
pp

′
(7.41)

である。双極子演算子、p = exと p
′
= eξの基底状態と励起状態の間の非対

角要素がゼロでない値を持ち得る。

⟨ψ1|p|ψ0⟩ = e

∫
ψ∗
1(x)xψ0(x)dx = µ10(> 0) (7.42a)

⟨ϕ1|p
′
|ϕ0⟩ = e

∫
ϕ

′∗
1 (ξ)ξψ

′

0(ξ)dξ = µ
′

10(> 0) (7.42b)

波動関数を実数にとり位相 (符号)を図 7.3のようにとると、これらの積分の

値は正になる。これによる摂動のゼロでない行列要素は、双極子-双極子相互

作用を両原子の励起状態で挟んだもののみである。

⟨ψ1ϕ1|Vd−d|ψ0ϕ0⟩ = −2µ10µ
′

10

|X|3
(< 0) (7.43)

結局波動関数の一次の補正は次の一項のみと分かる。

|1⟩ = |ψ1ϕ1⟩
⟨ψ1ϕ1|Vd−d|ψ0ϕ0⟩

E0
10 − E0

11 + E0
20 − E0

21

= |ψ1ϕ1⟩
2µ10µ

′

10

|X|3 (E0
11 + E0

21 − E0
10 − E0

20)
(7.44)

この補正の波動関数の係数は正である。図 7.4に零次の波動関数と一次補正

の波動関数、そして両者の和を示す。零次の波動関数との和を考えると、瞬

間瞬間の双極子が直線上で同じ向きで生じる確率が増えるように働いている

ことが分かる。相互作用しあう電子の間に相関が生じた、という言い方もで

きる。

エネルギーの二次の補正 　エネルギーの二次摂動による補正は摂動 V の、

波動関数の一次補正 |1⟩と零次の波動関数 |0⟩の間の行列要素 ⟨0|Vd−d|1⟩であ
る。今の場合、具体的には

∆E2 =
4|µ10|2|µ

′

10|2

|X|6 (E0
11 + E0

21 − E0
10 − E0

20)
(7.45)

と表される。エネルギーの二次補正は摂動の行列要素に関する二次式になり、

分子間距離 Rに対する依存性は 1/R6となることが分かる。基底状態の補正

では、分母のエネルギー差の項が全て負なので、基底状態に対するエネルギー

補正は必ず負、つまり生じる分子間力は引力である。
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図 7.4: 零次の波動関数 Ψ0、一次補正の波動関数 Ψ1 と両者の和
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第8章 共役分子の分子軌道法

これまでたかだか二原子分子までの小さな分子について、電子状態と化学

結合、原子核の相対運動である振動と分子全体の重心周りの回転について議

論し、分子という多体問題をどう解きほぐしていくかを見てきた。主に扱っ

た水素分子 H2 は電子数が２個の４粒子系である。

ここでは一転して二原子分子よりも遥かに大きな分子ついて、出来るだけ

簡単なモデルを立てることを考える。具体的には共役分子と呼ばれる平面状

の有機分子の π電子系に対するHückel法について、一次元井戸中の自由粒子

や、次章では一次元結晶中の非局在電子と比較しながら議論する。Hückel法

は実質上パラメーターを一個しか持たない単純なモデルであるにもかかわら

ず、共役分子の芳香族性という根本的な性質を説明できるということは、そ

のモデルが π電子系の本質を見事に抽出していることを意味する。

8.1 視覚と retinal

共役分子として、炭素数が 20個の視物質である retinalを取り上げる。視

覚のプロセスは網膜の中にあるレチナールが光を吸収して形を変えることが

引き金になっている。従ってレチナールの吸収する光が目で見ることができ

る可視光 (400 - 700 nm)である。

図 8.1: レチナール分子の可視光による構造変化

retinalの分子式は C20H28Oで原子核の数は 49個、156個の電子を従え、

全部で 205粒子から成る。レチナールの電子遷移について考えよう。光吸収

に関わっているのは、一列に並んだ炭素原子 10個に広がった共役 π 電子系

である。共役系とは炭素原子が平面上で結合角 120度で並んでいる系のこと

で、構造式では炭素間に一重結合と二重結合が交互に並ぶ。共役系が広がる
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分子面に x軸と y軸を、分子面に垂直に z軸をとることにすると、各炭素原

子には分子面に垂直な 2pzに電子が１個あり。分子面内の 2pxと 2py軌道は、

2s軌道も含めて平面内に 120度ずつ離れて３個の等価な σ軌道1 、いわゆる

sp2 混成軌道をつくる。これに対し面外の 2pz 軌道は、軌道の対称軸が常に

結合軸と垂直なので π軌道である。π軌道は分子面上側と下側で符合が違う

が、σ記号は符号を変えない。この対称性の違いのために、π軌道は σ軌道

と混じり合わない。また、同じ 2p軌道由来でも、隣り合う軌道の重なりは π

軌道同士の重なりが σ軌道同士の重なりより小さいので、π軌道がつくる結

合の方が σ軌道がつくる結合より弱い。このため、分子中の電子による光子

の吸収のうちいちばん波長の長い光のエネルギーを受け取るのが π電子であ

る。光による電子状態の遷移エネルギーを知るためには π電子が占める分子

軌道MO (Molecular Orbital)を知らなければならない。ここでは二つのモデ

ルを取り上げる。

8.2 一次元井戸モデルによる吸収波長の計算

　まず最も簡単なモデルを立てよう。π電子は共役な炭素原子の並びに沿っ

て動き回るので、π電子が動き回る領域、すなわち共役な炭素原子鎖を一次

元井戸で近似する。π電子系には炭素原子の各々から 1個の電子が供給され

るので、retinalの場合、炭素原子 10個分の長さの一次元井戸の中に π電子

が 10個入っている。

長さ Lの一次元井戸の中の電子のシュレディンガー方程式は[
− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
ψn(x) = Enψn(x) (8.1)

V (x) =0 0 ≤ x ≤ L (8.2a)

V (x) =∞ x < 0, L < x (8.2b)

で与えられる。この方程式の固有関数 ψk とエネルギー固有値 Ek は

ψk(x) =

√
2

L
sin

(
kπx

L

)
(8.3)

Ek =
k2h2

8mL2
k = 1, 2, 3, · · · (8.4)

である。ここで nは離散的な固有状態を区別する量子数で、固有エネルギー

の低い順から n = 1, 2, 3, · · · となっている。

1σ 軌道は結合軸周りに一周したときに波動関数の節がないもの、π 軌道は結合軸を含む節面
があり、半周するごとに波動関数の符合が変わるものを指す。この呼び名は、二原子分子の場合
の結合軸周りの電子の角運動量に由来する。
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これらの固有関数が π電子が占める分子軌道、すなわち π軌道になる。10

個の π 電子は Pauli の排他律に従ってエネルギーの低い軌道から順番に詰

まっていく。こうして出来上がる電子配置が最も電子系のエネルギーが低い基

底状態である。基底状態の次にエネルギーが低い状態は第一励起状態と呼ば

れ、電子が詰まっている最もエネルギーの高い軌道 HOMO(最高被占分子軌

道Highest Occupied Molecular Orbital)から電子が入っていない最もエネル

ギーの低い軌道 LUMO(最低空軌道 Lowest Unoccupied Molecular Orbital)

に電子が一個移った電子配置を取る。基底状態と第一励起状態における π電

子の電子配置は

　基底状態　(ψ1)2(ψ2)2(ψ3)2(ψ4)2(ψ5)2 (8.5a)

　第一励起状態　(ψ1)2(ψ2)2(ψ3)2(ψ4)2(ψ5)1(ψ6)1 (8.5b)

となる。ここでの表記は、たとえばψ1に 2個、ψ2に 1個の場合、(ψ1)2(ψ2)1

と表している。

基底状態と第一励起状態のエネルギー差∆Eは ψ5と ψ6のエネルギー差と

なる。一般化すると、2N 個の π電子系の基底状態と第一励起状態のエネル

ギー差∆E は

∆E = EN+1 − EN = (2N + 1)
h2

8mL2
(8.6)

で与えられる。

分子は、このエネルギー差に相当する光を吸収して電子遷移を起こすので、

π電子系の軌道エネルギーが分子の色を決めている。∆E = hν = hc/λの関

係から、吸収波長を L、m、hを用いて表わすと、

λ =
8mcL2

(2N + 1)h
(8.7)

となる。

炭素原子10個の鎖長Lは約1.5 nmである。電子の質量m = 9.1× 10−31 kg、

プランク定数 h = 6.6× 10−34 Jsより、レチナールの吸収波長は

λ =
8× 9.1× 3.0× 1.52 × 10−31−18+8

(2N + 1)6.6× 10−34
=

4× 9.1× 2.25

1.1× 11
× 10−7

= 680× 10−9 m = 680 nm (8.8)

となり、用いた一次元井戸という近似の粗さからすると実際の波長 (約 500 nm)

をよく再現しているといえる。

問 4.1 偶数個の電子 (個数 2p) を持つ一次元 π 系について、∆E の一般式を

p、l、m、hを用いて表わせ。ただし、一次元井戸の大きさは L = plと

する。
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8.3 Hückel分子軌道法

　次に、レチナールの π電子が占める分子軌道MO (Molecular Orbital)を

原子軌道の線形結合 LCAO (Linear Combination of Atomic Orbital)で考え

よう。

分子を構成する i番目の多電子原子の原子軌道AO (Atomic Orbital)とは、

一個の電子とその他の電子 jとのクーロン反発
∑
e2/rj を平均場 Vi

eff で表し

て得られる一電子の固有関数である。

Hiϕi =

[
− ~2

2m
∇2 − Zie

2

Ri
+ Vi

eff

]
ϕi = ϵiϕi (8.9)

ここでRiは電子と核 iとの距離を表す。同様に、分子の中で他の電子との相

互作用を平均場で近似して得られるのが分子軌道MOである。分子軌道に対

するハミルトニアンは

HMO = − ~2

2m
∇2 −

∑
i

Zie
2

Ri
+ Veff (8.10)

である。分子の中で一個の電子が感じる他の電子とのクーロン反発の平均場

Veff は分子の構造に依存し、分子の中の一個の原子 iの平均場 Vi
eff とは異な

る。そこで

Veff = Vi
eff + U i

eff (8.11)

と分けることにすると、MOハミルトニアンHMO は

HMO = Hi −
∑
j ̸=i

Zje
2

Rj
+ U i

eff (8.12)

と書ける。これを原子 iの原子軌道 AOに作用させると、LCAO-MOの考え

方では

HMOϕi = ϵiϕi +

−∑
j ̸=i

Zje
2

Rj
+ U i

eff

ϕi (8.13a)

= ϵiϕi +
∑
j ̸=i

βjiϕj (8.13b)

となる。つまり、MOハミルトニアンのうちHi以外の部分の ϕiへの作用が

ϕi以外の AOの線形結合で書けるとするのである。この扱いが妥当かどうか

は、線形結合に使われるAOの組 {ϕi}が良いかどうかで決まる2 MOハミル

2なお、ここでは一個の原子に一個の AOしか割り当てていないが、通常多電子原子には複数
の AO を割り当てる。たとえばメタン CH4 の場合、最も簡単な分子軌道の表現には H に 1s、
C に 2s、2px、2py、2pz を割り当て、合計 8 個の AO で分子軌道を表す。
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トニアンHMOは、線形結合に使われるAOの総数をN とすると、N 次元の

行列

HMO =



ϵ1 β12 β13 · · · β1N

β21 ϵ2 β23 β2N

β31 β32 ϵ3 β3N
...

...

βN1 βN2 βN3 · · · ϵN


(8.14)

で表される。この行列を対角化すれば固有ベクトルとして分子軌道MO、固

有値としてMOのエネルギーが得られる。

HMO の行列要素を如何に求めるかが問題で、戦後計算機が発達していな

かった時代にはさまざまな近似や工夫が編み出された。ここではそれより遙

か前、1930年代前半にドイツの Erich A. A. J. Hückel (1896 - 1980)が π電

子系を考察した方法を紹介しよう。Hückel法ではHMOの非対角要素を、結

合で繋がっている隣の原子との間でだけゼロでないとし、しかもその値を全

て同じであるとする。かくして炭素と水素しか含まない共役炭化水素分子に

関しては意味のあるパラメータが β 一個となった。

枝分かれなどせず一次元に延びた π系にこれを適用してみよう。炭素原子

に端から順に番号を付けて、炭素の 2p原子軌道のエネルギーを α、隣の炭素

原子との間だけに残る非対角要素を β とおくと、HMO の行列は

Hπ−MO =



α β 0 0 · · · 0 0

β α β 0 0 0

0 β α β 0 0

0 0 β α 0 0
...

...

0 0 0 0 α β

0 0 0 0 · · · β α


(8.15)

となる。

問 4.2 N = 2とN = 3についてHückel MOを求め、吸収する光のエネルギー

を β を用いて表せ。

N = 4になると手計算は難しくなる。一次元N 電子 π系のHückel MO(行

列 (8.15)の固有ベクトル)の一般解は

ψk =

√
2

N + 1

N∑
n=1

sin

(
k

π

N + 1
n

)
ϕn, k = 1, 2, 3, · · · , N (8.16)

であり、そのエネルギーは

Ek = α+ 2β cos

(
k

π

N + 1

)
(8.17)

ただし β < 0である。
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直鎖ポリエンの軌道エネルギー 炭素数N の直鎖ポリエンの軌道エネルギー

の表式 8.17は図を使って次のように表すことができる。

１．左右どちらか半分の半径 2β の半円を描く。

２．中心角 180度をN + 1等分し、両端以外の円との交点に印をつける。

３．それぞれの印の高さが、円の中心の高さを αとしたときの軌道エネル

ギーになる。

−0.618b 

−1.618b 

0.618b 

1.618b 

図 8.2: 炭素数N = 4の直鎖ポリエンの軌道エネルギー

一次元井戸とHückel法 直鎖ポリエンについて、一次元井戸モデルによる

波動関数 (式 8.3)と Hückel法による波動関数 (式 8.16)を比べると、長さ L

の一次元井戸の波動関数は、長さ Lの井戸をN 個の炭素原子でN +1等分し

たときのHückel法による波動関数の包絡線になっていることが分かる。炭素

数N が増えれば二つの波動関数は事実上同じものになる。これは、二つの計

算が一見全く異なるモデルから出発しているが、実は同じ形の Hamiltonian

を作っていたことによる。

Hückel法による直鎖ポリエンのHamiltonianが、微小差分で表した二次微

分の形をしており、運動エネルギー演算子に対応していることを示そう。微

分を微小差分で表すと

d

dx
f(x) =

f(x+ δx/2)− f(x− δx/2)

δx
(8.18)

であるから、二次微分は

d2

dx2
f(x) =

d
dxf

(
x+ ∆x

2

)
− d

dxf
(
x− ∆x

2

)
∆x

=
f(x+∆x)− 2f(x) + f(x−∆x)

∆x2
(8.19)
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となる。したがって、Hückel法の βは負であることがわかり、運動エネル

ギー演算子との対応から次のように表される。

β = − ~2

2m∆x2
(8.20)

問 4.3 偶数電子系について電子数をN = 2pとおき、基底状態から第一励起状

態への遷移エネルギー∆E を、p、β を用いて表せ。

問 4.4 ∆Eを一次元井戸とHückel法で比較してみよう。二つのモデルでN =

2, 4, 6, 8, 10について計算した∆E を同じグラフの上にプロットして比

較せよ。

8.3.1 環状ポリエンと芳香族性

Hückel法では結合している炭素間にだけ非対角要素のパラメーター βを導

入したので、π電子系の電子状態は分子の結合のネットワークが幾何学的に

どうなっているか、というトポロジーだけで決まっている。今度はHückel法

を環状ポリエンにあてはめてみよう。

一次元鎖の場合と同様に計算を進めると、環状N電子π系のHückel MO(行

列 (8.15)の固有ベクトル)の一般解は

ψk =

√
1

N

N∑
n=1

exp

(
ik

2π

N
n

)
ϕn, k = 0, 1, 2, · · · , N − 1 (8.21)

であり、そのエネルギーは

Ek = α+ 2β cos

(
k
2π

N

)
(8.22)

ただし β < 0である。量子数 kは波数で、文字通り環一周が波動関数の何波

長分になっているかを示している。また、kと k±N、k± 2N、· · · は同じ状
態を表わすことに注意。このため、独立な状態の数 N 個の kの定め方には

mod N の任意性がある。0を中心に、k = 0, ±1, ±2, と取り、N が偶数のと

きは n/2 ± 1, N/2まで、N が奇数のときは ±[(N − 1)/2 − 1], ±(N − 1)/2

までという取り方もできる。この取り方でエネルギー固有値をあらわすと

Ek = E−k がはっきり分り、波数 kと −kの状態が二重縮退していることが
分る。二つの複素は導関数は互いに複素共役の関係にあり、環上を右回りす

る進行波と左回りする進行波に対応している。エネルギーが一番低い k = 0

の波動関数は波長が無限大で定数となり (ψk=0 =
√
1/N)、進行波ではなく定

在波であるため、いつも非縮重である。その上の準位は一番上を除いていつ

も kと−kが二重縮重している。一番上の準位はN が奇数のときは二重縮重

した左回りと右回りの進行波、偶数のときは非縮重の定在波である。
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このエネルギー準位構造から、環状の π電子系が閉殻構造を作るのは π電

子数、すなわち炭素数N が

N = 2 + 4ν, ν = 1, 2, · · · (8.23)

の条件を満たすときであり，この条件を芳香族の条件と言う。この条件を満

たす一番小さな分子が ν = 1のベンゼンである。

環状ポリエンの軌道エネルギー 直鎖ポリエンと同様に、炭素数 N の環状

ポリエンの軌道エネルギーの表式 8.22は図を使って次のように表すことがで

きる。

１．半径 2β の円を描く。

２．円の一番下から出発して円周を N 等分し印をつける。

３．それぞれの印の高さが、円の中心の高さを αとしたときの軌道エネル

ギーになる。

−1.618b 

0.618b 

2b 

図 8.3: 炭素数N = 5の環状ポリエンの軌道エネルギー

8.3.2 ベンゼン (再掲)

共役分子の π軌道 炭素原子の鎖に沿って単結合と二重結合が交互につながっ

ている分子を共役分子という。通常炭素鎖は平面に並び、分子の炭素骨格は

ほぼ平面をなす。炭素骨格の炭素原子の 2p軌道のうち、分子面に垂直な p軌

道は隣接炭素原子の p軌道と π 結合をつくる。これら分子面に垂直な Cの

2p軌道は、分子面に対する対称性の違いから σ軌道とは混ざらず、分子全体

に広がった分子軌道、π軌道をつくる。
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表 8.1: C6 の指標表
C6 E C6 C3 C2 C 2

3 C 5
6

Γ0 1 1 1 1 1 1

Γ±1

{
1

1

ϵ

ϵ−1

ϵ2

ϵ−2

−1

−1

ϵ−2

ϵ2
ϵ−1

ϵ

Γ±2

{
1

1

ϵ2

ϵ−2

ϵ4

ϵ−4

1

1

ϵ−4

ϵ4
ϵ−2

ϵ2

Γ3 1 −1 1 −1 1 −1

ϵ = exp (2πi/6)

ベンゼン分子 ベンゼン C6H6 は平面正六角形の分子である。分子面に垂直

な軸を z軸にとると、C-C結合の π軌道は各々の C原子あたり 1個の 2pz軌

道からつくられる。

ψπ =

6∑
i=1

ciϕ2pz.i (8.24)

ここで iは 1から 6までの炭素の番号である。

ベンゼンの対称性 ベンゼンの π軌道を分子の対称性に基づいて議論するた

めに、ベンゼン分子の持つ C6 対称性、分子面内の 60◦ 回転の対称操作、に

ついて考える。C6操作に基づいてつくられる群は回転群 C6と呼ばれ、六つ

の要素からなる。

C6 = {E,C6, C
2
6 , C

3
6 , C

4
6 , C

5
6 (= C −1

6 )} (8.25)

回転操作に関してC 6
6 = E

C 5
6 = C −1

6

C 2
6 = C3

C 4
6 = C −1

3

C 3
6 = C2

などの関係がある。C 6
6 = E であることに注目して、群 C6 の一次元表現を

つくってみよう。操作 C6 の指標 χ(C6)を αとおくと、

α = χ(C6), α6 = 1 (8.26)

から

α = ϵ0(= 1), ϵ±1, ϵ±2, ϵ3(= −1), ϵ = exp

(
2π

6
i

)
(8.27)

となる。ϵの冪の数を使って、一次元表現を Γ0、Γ±1、Γ±2、Γ3と名づける。

こうしてつくった指標表は表 12.1にまとめた。
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ベンゼンの π軌道 ある一次元表現 Γにおいて操作 C6の指標 χ(C6)が αで

あるということは、表現 Γに従う π軌道は、分子に C6の操作を施すと α倍

になるということである。ϵ = exp(2πi/6)、ϵ2 = −ϵ∗ に注意すると、6個の

π軌道の固有関数は

ψj =
6∑

n=1

exp

(
2πj(n− 1)

6
i

)
ϕn (8.28)

という一般形にまとめられる。6個の π軌道を具体的に書けば、

Γ0 : ψ0 =
6∑

n=1

ϕn (8.29a)

Γ3 : ψ3 =
6∑

n=1

(−1)n−1ϕn (8.29b)

Γ±1 :



ψ1 =
6∑

n=1

exp

(
π(n− 1)

3
i

)
ϕn

ψ−1 =

6∑
n=1

exp

(
−π(n− 1)

3
i

)
ϕn

(8.29c)

Γ±2 :



ψ2 =

6∑
n=1

exp

(
2π(n− 1)

3
i

)
ϕn

ψ−2 =

6∑
n=1

exp

(
−2π(n− 1)

3
i

)
ϕn

(8.29d)

と表わされる。固有関数 ψの添え字は、固有関数の複素位相の波がベンゼン

環を一周したときに何波長あるか、という波数を表わしている。ψ0 と ψ3 は

実数で定在波を表し、ψ±1 と ψ±2 は複素数で進行波を表している。それは、

時間依存の Schrödinger方程式

i~
∂

∂t
Ψ = HΨ (8.30)

の解

Ψ = ψ exp

(
− iEt

~

)
(8.31)

に立ち返り、例えば ψ±1 を時間を含めた形で書き表すと

Ψ±1 =
6∑

n=1

exp

{(
−E

~
t± π(n− 1)

3

)
i

}
ϕn (8.32)

となり、ψ1は時間とともに nが増える方向へ進み、ψ−1は時間とともに nが

減る方向へ進むことを表しているからである。ψ±1と ψ±2の正負の符号はベ

ンゼン環の右回りと左回りに対応している。
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複素数の分子軌道 ψ±1 と ψ±2 は、ψ1 と ψ−1、ψ2 と ψ−2 の線形結合を取

ることで実数の三角関数の係数を持つ分子軌道に書き直すことができる。

Γ±1 :



ψ c
±1 =

6∑
n=1

cos

(
(n− 1)π

3

)
ϕn

ψ s
±1 =

6∑
n=1

sin

(
(n− 1)π

3

)
ϕn

(8.33a)

Γ±2 :



ψ c
±2 =

6∑
n=1

cos

(
2(n− 1)π

3

)
ϕn

ψ s
±2 =

6∑
n=1

sin

(
2(n− 1)π

3

)
ϕn

(8.33b)

定在波を作るには Γ1 と Γ−1、Γ2 と Γ−2 を重ね合わせないといけないので、

Γ±1と Γ±2は二重に縮退した二次元の既約表現であり、これらの表現に属す

る二重縮退した軌道は同じ軌道エネルギーを持つ。

実数表示した定在波の分子軌道を図に書くと、ψ0、ψ±1、ψ±2、ψ3は節の

数がそれぞれ 0、2、4、6個で、ベンゼン環を一周したとき定在波の数が 0、

1、2、3個であることが分かる。逆数を取って波長であらわすと、∞、1周、

1/2周、1/3周である。

固有エネルギーは

Γ0 : E0 = α+ 2β (8.34a)

Γ3 : E3 = α− 2β (8.34b)

Γ±1 : E±1 = α+ β (8.34c)

Γ±2 : E±2 = α− β (8.34d)

となる。確かに、ψ±1と ψ±2は二重縮退して同じ軌道エネルギーを持ってい

る。ベンゼンの π電子 6個はエネルギーの低い軌道から順に ψ0と ψ±1の三

つの軌道を占有している。





105

第9章 変分法と多電子系

摂動論と並んで代表的な近似の方法が変分法である。多電子系を扱うとき

には電子がフェルミ粒子であることを考慮しなければならない。

9.1 変分

変分原理 系の基底状態の真の波動関数が分からないとき、ある試行関数 Φ

を使ってエネルギー期待値W を計算すると、それは常に真の基底状態のエ

ネルギーE0より大きく、試行関数が真の波動関数Ψ0に一致したとき等しく

なる。

W =

∫
Φ∗HΦdv∫
Φ∗Φdv

≥ E0 (9.1)

これを示すには、試行関数 ΦをHの真の固有関数の完全系Ψiで展開すれば

よい。簡単のため、Φは規格化されているものとする。

Φ =
∞∑
i=0

ciΨi,
∞∑
i=0

c∗i ci = 1 (9.2)

エネルギー期待値は、

W =

∫
(
∑
ciΨi)

∗ H (
∑
ciΨi) dv∫

(
∑
ciΨi)

∗
(
∑
ciΨi) dv

=

∑
c∗i ciEi∑
c∗i ci

=
∞∑
i=0

|ci|2Ei (9.3)

ここで固有エネルギーEiを基底状態のエネルギーE0でおきかえると、Ei ≥
E0 であるから、

W =

∞∑
i=0

|ci|2Ei ≥
∞∑
i=0

|ci|2E0 = E0 (9.4)

が示される。したがって、基底状態の記述を良くするには、試行関数の形を

変えてエネルギー期待値の計算を行い、値がこれ以上小さくならなくなるま

で繰り返せばよい。

9.1.1 ヘリウム原子の基底状態の摂動計算

ヘリウム原子に戻って、その基底状態を考えよう。２電子系の記述の出発

点として、二つの電子が独立に振舞い、水素原子型の原子軌道 ψ0
nlm(i) =
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χnl(ri)Y
m
l (θi, ϕi) (Z = 2)を占めるとする。基底状態では二つの電子が 1s軌

道に入る。Pauliの排他律のため、二つの電子のスピンは異なる状態でなけれ

ばならない。反対称な波動関数は

Ψ0(1, 2) =
1√
2

∣∣∣∣∣ψ0
1s(1)α(1) ψ0

1s(2)α(2)

ψ0
1s(1)β(1) ψ0

1s(2)β(2)

∣∣∣∣∣
= ψ0

1s(1)ψ
0
1s(2)×

1√
2
[α(1)β(2)− β(1)α(2)] (9.5)

電子スピン部分は、合成スピン S = s1 + s2 で表されるが、その大きさは零

(S = 0)で z軸に沿った射影も零 (MS = 0)である。Hamiltonianにスピンを

含んだ項を考慮に入れていないので、以下空間部分 ψ0
1s(1)ψ

0
1s(2)のみを扱っ

ていくことにする。

この零次の波動関数 Ψ0(1, 2)は、Hamiltonianを

H = H0 +H′ (9.6)

H0 = − ~2

2m

(
∇2

1 +∇2
2

)
− Ze2

r1
− Ze2

r2
(9.7)

H′ =
e2

r12
(9.8)

と分けたとき、電子間の相互作用H′
= e2/r12がない零次のHamiltonian H0

の固有状態になっている。

H0ψ0
1s(1)ψ

0
1s(2) = −Z

2e2

2a0

(
1

12
+

1

12

)
ψ0
1s(1)ψ

0
1s(2) (9.9)

つまり、零次の Hamiltonian H0 の固有状態である零次の波動関数 Ψ0(1, 2)

のエネルギー (零次エネルギー)E0 は

H0Ψ0(1, 2) = E0Ψ0(1, 2) (9.10)

E0 = −Z2 × e2

a0
(9.11)

である。摂動による一次のエネルギー補正 E′ は、

E′ =

∫
Ψ0(1, 2)∗H

′
Ψ0(1, 2)dv =

5

8
Z × e2

a0
(9.12)

で与えられる。

9.1.2 変分法による基底状態の記述の改良

表 9.1から分かるように、観測値により一致する計算値を得るためには、よ

り近似を上げなければならない。いまの場合、零次の近似が余り良くないの
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表 9.1: ヘリウム原子の基底状態のエネルギー
手法 energy (e2/a0)

零次近似　 E0 −4

一次摂動　 E0 + E′ −2.75

変分法　 Z ′ = 27/16 −2.848

観測値 (イオン化エネルギーから) −2.90368

0
0 r

V
(r

)

Z = 1

Z = 2

Veff(r) = Zeff(r)/r 

図 9.1: ヘリウム中の一電子が感じるポテンシャル

で、摂動計算の次数をあげても労力の割によい値が得られない。変分法では

どうだろうか？

変分計算の成否は試行関数の選択にかかっている。電子の波動関数を改良

するにはどうしたらよいだろうか?図 9.1はヘリウム原子中の一個の電子が感

ずるポテンシャル V (r)の概念図である。電子が原子核に十分近づくと、残

り１個の電子による原子核の正電荷遮蔽の効果が無視できて、He2+に捕まっ

た１個の電子が感ずるポテンシャル −2e2/rに漸近し、遠方では遮蔽効果に

より、H+のまわりの１電子のポテンシャル−e2/rに漸近すると考えられる。
これを 1 < Z ′ < 2の一つのパラメータで代表させてみよう。

他の電子による遮蔽効果を取り入れたヘリウム原子の電子の試行関数と

して、

Φ =
Z ′3

πa30
exp

(
−Z

′r1
a0

)
exp

(
−Z

′r2
a0

)
(9.13)

を用いる。これは、零次近似の水素型波動関数で Z = 2を変分のパラメータ

Z ′としたものである。この波動関数を使ってエネルギー期待値が最小になる

ような Z ′を求めてみよう。Φは既に規格化されているので、エネルギー期待

値は

W =

∫∫
Φ∗HΦdv1dv2 =

e2

a0

(
Z ′2 − 2ZZ ′ +

5

8
Z ′
)

(9.14)
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が得られ、∂E/∂Z ′ = 0とおくと

Z ′ = Z − 5

16
(9.15)

Emin =
e2

a0

{
−Z2 +

5

8
Z −

(
5

16

)2
}

(9.16)

となる。

9.2 多電子系と電子相関

独立粒子近似では、多電子原子の電子１個ごとにスピン軌道関数を割りふ

り、全系の固有関数 Ψ(r1σ1, r2σ2, · · · , rNσN )を、個々のスピン軌道関数の

単純積で表わすことから出発する。そして電子が Fermi粒子であることを表

現するために、波動関数を反対称化しなければならない。これを Slater行列

式を用いて達成する。

多粒子系として電子に注目しているので、簡単のために原子核は一個にし

て、多電子原子を考える。核の電荷が +ZeであるN 電子原子のハミルトニ

アンは

H =

N∑
i=1

[
− ~2

2m
∇2

1 −
1

4πϵ0

Ze2

ri

]
+

1

2

∑∑
i ̸=j

1

4πϵ0

e2

rij
(9.17)

である。第三項の電子間反発があるために、エネルギー固有状態を決める波

動方程式は各電子ごとに変数分離できない。従って N 電子全体の波動関数

を、個々の電子の波動関数の単純積

|ΨH⟩ = |α(1)β(2) · · · ν(N)⟩ = ψα(r1)ψβ(r2) · · ·ψν(rN ) (9.18)

で正確に表わすことはできない。

9.2.1 平均場近似

しかし、独立粒子近似は捨て難い。変分法は、一電子関数の単純積で系を

できるだけ正確に表わす方法を与えてくれる。単純積で工夫を施せるのは一

電子関数の形である。先の He原子の例のように、一電子関数の記述に変分

パラメータを含ませ、基底状態のエネルギー期待値が最低になるように一電

子関数を決めればよい。まず、エネルギー期待値を求めよう。

⟨ΨH |H|ΨH⟩ =
N∑

λ=1

hλ +
1

2

∑∑
λ ̸=µ

Jλµ (9.19)
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ここでは一電子関数は規格直交化されているものとし、

⟨λ(i)|µ(i)⟩ =
∫
driψ

∗
λ(ri)ψµ(ri) = δλµ λ, µ = α, β, · · · , ν (9.20)

Eλ と Jλµ はそれぞれ一電子ハミルトニアン hi と二体の Coulomb相互作用

Vij の期待値である。

Eλ = ⟨λ(i) |hi|λ(i)⟩

=

∫
driψ

∗
λ(ri)hiψλ(ri) (9.21a)

Jλµ = ⟨λ(i)µ(j) |Vij |λ(i)µ(j)⟩

=

∫∫
dridrjψ

∗
λ(ri)ψ

∗
µ(rj)Vijψλ(ri)ψµ(rj) (9.21b)

hi = − ~2

2m
∇2

i −
1

4πϵ0

Ze2

ri
(9.22a)

Vij =
1

4πϵ0

e2

rij
(9.22b)

エネルギー期待値 E = ⟨Ψ|H|Ψ⟩/⟨Ψ|Ψ⟩が、一電子関数 ψλ(ri)の微小変化

δψλに対して停留点 δE/δψλ = 0であるという条件は、Lagrangeの未定係数

法を用いて、

L
(
{ψλ}

)
= E

(
{ψλ}

)
−

N∑
λ

N∑
µ

ϵλµ
(
⟨λ|µ⟩ − δλµ

)
(9.23)

で定義される汎関数L
(
{ψλ}

)
の ψλについての変分をゼロにすればよい。ϵλµ

が導入した未定係数である1。（縮退がない限り）一電子の波動関数 ψλ(ri)は

実数であるとしても一般性を失わないので、エネルギー期待値E
(
{ψλ}

)
の中

に必ず ψλ(ri)
2の形で含まれている。ψλについての変分は ψ2

λを 2ψλ δψλに

置き換えるので、形式的にはE
(
{ψλ}

)
の中から ⟨λ(i)|を外す操作をすればよ

い。二体相互作用では、添え字の左右の順序が違う ij の項と jiの項の二つ

の項を常に拾い上げることに注意して、結果はhi + N∑
µ̸=λ

∫
drjVij |ψµ(rj)|2

ψλ(i) = ϵλψα(i) λ = α, β · · · ν (9.24)

というN 個の見かけ独立した方程式になる。Hartree方程式と呼ばれるこの

式は、ϵλを固有値とした一電子のエネルギー固有関数に関する固有値方程式

になっている。左辺を書き直すと

Hλψλ(i) =

[
− ~2

2m
∇2

i + Vλ(i)

]
ψλ(i) = ϵλψλ(i) (9.25a)

Vλ(i) = − 1

4πϵ0

Ze2

ri
+
∑
µ ̸=λ

∫
e2

rij
|ψµ(rj)|2drj (9.25b)

1一電子関数 ψλ には規格直交化の制限が課してあるので、実際には添え字は一つしか使わな
い。
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となる。ψλ(ri)の一電子軌道を占める電子に対する有効ポテンシャル Vλ(i)

は、原子核との静電引力と、自分以外の全ての電子との反発の期待値になっ

ている。これが平均場近似である。

9.2.2 Hartree-Fock方程式

平均場近似は古典論でのイメージに対応していて分かりやすいが、平均場

近似で系を記述する波動関数は一電子関数の単純積であって、電子が Fermi

粒子であることから要請される対称性を満たしていない。これを解決するため

に、どの電子の交換についても反対称化された波動関数として Slater行列式

ΨHF =
1√
N !


ψα(1) ψβ(1) · · · ψν(1)

ψα(2) ψβ(2) · · · ψν(2)
...

...
. . .

...

ψα(N) ψβ(N) · · · ψν(N)

 (9.26)

を採用し、この波動関数に対してエネルギー変分を行ってみよう。

まずは全電子の波動関数 ΨHF の関数である系のエネルギー期待値を計算

しよう。

E
(
ΨHF

)
= ⟨ΨHF |H|ΨHF ⟩

=
N∑
i=1

⟨ΨHF |hi|ΨHF ⟩+
1

2

∑∑
i ̸=j

⟨ΨHF |Vij |ΨHF ⟩ (9.27)

と、一電子演算子 hiと二電子演算子 Vij に分けて考える。一電子関数 ψλ(ri)

には規格直交化の制約を課しているので、演算子が作用しない自由度につい

ては、単なる重なり積分になるので、ブラとケットが同じ一電子関数でない

限り、直交性により行列要素はゼロになる。ある一つの一電子演算子、例え

ば h1を考え、⟨Ψ|の Slater行列式から一項だけ取り出すと、|Ψ⟩の中でゼロ
でない値を持ち得るのはブラで選んだのと同じ項だけである。行列式のN !個

の項の中で、1番の電子が或る一電子軌道 ψλ(1)を占めている項は (N − 1)!

個あることに注意して、

⟨ΨHF |h1|ΨHF ⟩ =
1

N !
(N − 1)!

∑
λ

⟨λ(1)|h1|λ(1)⟩ =
1

N

∑
λ

⟨λ(1)|h1|λ(1)⟩

一電子演算子 hi を 1番の電子から N 番の電子まで足し合わせると、

N∑
i=1

⟨ΨHF |hi|ΨHF ⟩ =
1

N

N∑
i=1

∑
λ

⟨λ(i)|hi|λ(i)⟩ =
∑
λ

⟨λi|hi|λi⟩ (9.28)

N 個の原子が占める軌道の全てについて和を取ること
∑N

λ=1が重要であって、

最後の式の電子の番号 iは何でも構わない。
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　同じように二電子演算子の計算を行う。或る一つの二電子演算子 V12 を

考え、⟨Ψ|の Slater行列式から一項だけ取り出すと、|Ψ⟩の中でゼロでない
値を持ち得るのはブラで選んだのと同じ項と、1番の電子と 2番の電子を入

替えた項の二項である。Fermi粒子の性質として、2個の電子を入替えた項に

は負号がつく。1番目の電子が軌道 ψλ(1)を占め 2番目の電子が軌道 ψµ(2)

を占めている項は、残りN − 2個の電子については対応する軌道に制限がな

いので、(N-2)!種類存在する。

⟨ΨHF |V12|ΨHF ⟩ =
1

N !
(N − 2)!

∑
λ

∑
µ

(
⟨λ(1)µ(2)|V12|λ(1)µ(2)⟩

− ⟨λ(1)µ(2)|V12|µ(1)λ(2)⟩
)

i = j の N 個を除き、全部で N(N − 1)個ある二電子演算子 Vij について和

をとると

1

2

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

⟨ΨHF |Vij |ΨHF ⟩

=
1

2

1

N(N − 1)

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

∑
λ

∑
µ

⟨λiµj |Vij
(
|λiµj⟩ − |µiλj⟩

)
=

1

2

∑
λ

∑
µ

(
⟨λiµj |Vij |λiµj⟩ − ⟨λiµj |Vij |µiλj⟩

)
(9.29)

となる。結果をまとめると、

⟨ΨHF |H|ΨHF ⟩ =
N∑

λ=1

Eλ +
1

2

∑∑
λ̸=µ

(
Jλµ −Kλµ

)
(9.30)

Eλ =
⟨
λi
∣∣− ~2

2m
∇2

i −
1

4πϵ0

Ze2

ri

∣∣λi⟩ (9.31a)

Jλµ =
⟨
λiµj

∣∣ 1

4πϵ0

e2

rij

∣∣λiµj

⟩
(9.31b)

Kλµ =
⟨
λiµj

∣∣ 1

4πϵ0

e2

rij

∣∣µiλj
⟩

(9.31c)

新たに登場した交換積分Kλµは、多電子系の波動関数が Fermi粒子として交

換に関する反対称性を持たねばならないという要請によるものであることが

分かる。

先程と全く同じように、Lagrangeの未定係数法を用いて一電子関数の変分

に対して全エネルギーが極値にある条件を求める。結果は Hatree-Fock方程
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式と呼ばれ、[
− ~2

2m
∇2

i −
1

4πϵ0

Ze2

ri
+

N∑
µ=1

⟨
µj

∣∣ 1

4πϵ0

e2

rij

∣∣µj

⟩ ]∣∣λi⟩
−

N∑
µ=1

⟨
µj

∣∣ 1

4πϵ0

e2

rij

∣∣λj⟩∣∣µi

⟩
= ϵλ

∣∣λi⟩ (9.32)

となる。

9.2.3 自己無撞着場

Hartree方程式や Hartree-Fock方程式の中では、或る軌道に居る電子が他

の電子から受ける場が他の電子の一電子軌道で表わされている。自分の波動

関数を決めるために他者の波動関数を予め全て知っていなければならないが、

他者の波動関数はまた、自分の波動関数の影響を受けている。他者の波動関数

で決まる自分の波動関数によって他者に及ぼす場が、元の他者の波動関数を再

現しなければならない。このような解はしばしば自己無撞着場 self-consistent

field (SCF)と呼ばれる。

実際には反復計算を繰り返して解を見出している。

1. まず当たらずとも遠からずな波動関数を用意して有効ポテンシャルを求

める。

2. 有効ポテンシャルを使った波動関数の固有値方程式を解き、波動関数を

求める。

3. 求めた波動関数による場を求め、新しく決めた場に従う波動関数を求

める。

4. この手続きを波動関数が変化しなくなるまで繰り返す。

9.2.4 配置換相互作用

多電子系の波動関数を一つの Slater行列式で表わすのは近似である。一般

的に多電子系を記述するには、Slater行列式一つですむという保証はない。

少なくとも複数の Slater行列式の線形結合にすべきだろう。自由度が増える

分だけ真の波動関数に近付くことができるはずである。

そもそも Slater行列式は、一粒子関数の単純積を、Fermi粒子の対称性の

要請を満たすようにしたものなので、波動関数としては各々の電子がお互い

独立に振舞っている状態を表わしている。その意味で、Slater行列式に基く

Hartree-Fock法は平均場として他の電子の影響を取り入れているものの、電

子間の相関を無視しているといえる。
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Slater行列式は、N 個の電子の軌道を全て指定すれば決まる。電子がどの軌

道に入っているか、を電子配置と呼ぶので、Slater行列式を複数用意してそれ

らの線形結合を取ることで近似を挙げる方法を、配置換相互作用 configuration

interaction (CI)法と呼んでいる。多電子系のハミルトニアンの元で、異なる

配置 (行列式)の間で相互作用 (ハミルトニアンの非対角要素)があれば異なる

配置が混ざり合い、エネルギーの低い状態はよりエネルギーが低くなり、真

の波動関数に近付く。
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Bloch方程式は、電磁波で系が完全に励起状態へ移る様子を記述したが、こ

こでは電磁波が弱く系はほとんど基底状態から変化しない場合、振動する電

磁場を摂動として扱える場合を考える。まず、時間の入った摂動論の定式化

を行う。

10.1 時間依存の摂動による状態間遷移

10.1.1 遷移振幅

時間の入った Schrödinger方程式は

i~
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = H(t)|Ψ(t)⟩ (10.1)

である。ここで Hamiltonianを

H(t) = H0 +H′(t) (10.2)

と二つに分け、H0は時間を含まない部分、H′(t)は時間の関数でH0に比べて

小さな摂動であるとする。そして摂動H′(t)がないときは、波動関数 |Ψ0
n(t)⟩

が次の式を満たしているとする。

i~
∂

∂t
|Ψ0

n(t)⟩ = H0|Ψ0
n(t)⟩ (10.3)

H0 が時間のあらわな関数ではないので、|Ψ0
n(t)⟩は次の形に書ける。

|Ψ0
n(t)⟩ = |n⟩ exp(−iEnt/~) (10.4)

En は次の時間を含まない Schrödinger方程式を満たすH0 の固有値、|n⟩は
その固有関数である。

H0|n⟩ = En|n⟩ (10.5)

時刻 tにおける系の波動関数 Ψ(t)を無摂動系の固有関数 |n⟩で展開しよう。

|Ψ(t)⟩ =
∑
n

cn(t)|Ψ0
n(t)⟩

=
∑
n

cn(t)|n⟩ exp(−iEnt/~) (10.6)



116 第 10章 時間に依存する摂動

これを式 (10.1)に代入し、整理すると、

i~
∑
n

dcn
dt

|Ψ0
n(t)⟩ =

∑
n

cn(t)H′(t)|Ψ0
n(t)⟩ (10.7)

となる。|Ψ0
m(t)⟩とこの式の内積をとると、

dcm
dt

=
1

i~
∑
n

cn(t)⟨Ψ0
m(t)|H′(t)|Ψ0

n(t)⟩

=
1

i~
∑
n

cn(t)⟨m|H′(t)|n⟩ exp
(
i
Em − En

~
t

)
(10.8)

という関係式を得る。H′(t)の中身が分かれば、その摂動による cm(t)の変化

を計算できる。

ここで、摂動の強さを表わす無次元のパラメータ 0 < λ < 1を使って

H = H0 + λH′(t) (10.9)

と書き、係数 cm(t)の摂動に対する応答を λの冪で書き表すことにする。

cm(t) = c(0)m + λc(1)m (t) + λ2c(2)m (t) + · · · (10.10)

これらを式 (10.8)に代入し、両辺の λの冪の係数を等しいとおくと

dc
(0)
m

dt
= 0 (10.11a)

dc
(1)
m

dt
=

1

i~
∑
n

c(0)n ⟨m|H′(t)|n⟩ eiωmnt (10.11b)

dc
(2)
m

dt
=

1

i~
∑
n

c(1)n (t)⟨m|H′(t)|n⟩ eiωmnt (10.11c)

...

ただし、エネルギー差 Em − En は角振動数 ωmn で表わした。

~ωmn = Em − En (10.12)

零次の解は c
(0)
m = constant、すなわち初期値である。いま t = 0まで Hamil-

tonian H0 のもとで系が n状態にあり、t = 0で摂動がかかったとしよう。

c(0)n = 1 (10.13a)

c(0)m = 0 m ̸= n (10.13b)
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するとそれぞれの摂動項の時間変化は

dc
(1)
m

dt
=

1

i~
⟨m|H′(t)|n⟩ eiωmnt

dc
(2)
l

dt
=

1

i~
∑
m

c(1)m (t)⟨l|H′(t)|m⟩ eiωlmt

=

(
1

i~

)2∑
l

∫ t

0

dτ⟨l|H′(t)|m⟩⟨m|H′(τ)|n⟩ ei(ωlmt+ωmnτ)

...

となる。それぞれを積分してまとめると、Ψ(t)をH′(t)の冪で展開した形と

して

|Ψ(t)⟩ = |n⟩e−iωnt

+
1

i~
∑
m

|m⟩e−iωmt

∫ t

0

dτ⟨m|H′(τ)|n⟩ eiωmnτ

− 1

~2
∑
l

|l⟩e−iωlt
∑
m

∫ t

0

dτ1

∫ τ1

0

dτ2⟨l|H′(τ1)|m⟩⟨m|H′(τ2)|n⟩ ei(ωlmτ1+ωmnτ2)

+ · · · (10.14)

を得る。H′(t)の一次摂動による状態mの係数 c
(1)
m (t)は遷移振幅と呼ばれ

c(1)m (t) =
1

i~

∫ t

0

dτ⟨m|H′(τ)|n⟩ exp (iωmnτ) (10.15)

となる。時刻 0で系は状態 nにあったから、|cm(t)|2 は時刻 0と tの間に時

間に依存する摂動H′(τ)によって系が状態 nからmへ遷移した確率Wm(t)

になる。

Wm(t) = |c(1)m (t)|2 (10.16)

nからmへ遷移が起こるためには、摂動H′(τ)が状態 nと状態mとの間に

ゼロでない行列要素を持たねばならない。この式について忘れてはならない

のは、波動関数の時間変化に対する一次の摂動であって、初期状態からのず

れはほんの僅かで波動関数はほとんど変わっていないことである1。

10.1.2 ある時刻からはたらき始める時間に依存しない摂動

本来の周期的な摂動には該当しないが、時間に依存しない摂動 H′ が時刻

t = 0からはたらきはじめる場合を考えよう。式 (10.15)の中の行列要素は時
1波動関数は時刻 0で |n⟩、時刻 tで |n⟩ exp (−iEnt/~)+ cm(t)|m⟩ exp (−iEmt/~)であっ

て、最初の状態 |n⟩ の重みは１のまま、|cn(t)| = 1 である。これは xy 面上の微小回転と似て
いる。はじめ x 軸方向を向いていた長さ 1 のベクトル ex の微小角 ϵ の回転は、ϵ の一次の範
囲で cos ϵex + sin ϵey ≈ ex + ϵey とあらわされる。
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間に依存しないので積分の外に出せる。積分を実行して計算を進める。

1

i~

∫ t

0

dτ exp (iωmnτ) = − 1

~ωmn
(exp (iωmnt)− 1)

=
−2i

~ωmn
exp

(
i
ωmn

2
t
)
sin
(ωmn

2
t
)

時刻 tにおける状態mの存在確率Wm(t)は

Wm(t) = |c(1)m (t)|2 =
1

~2
|⟨m|H′|n⟩|2F (ωmn, t) (10.17a)

F (ωmn, t) =
sin2

(ωmn

2
t
)

(ωmn

2

)2 (10.17b)

となる。Wm(t)はラビ振動における上準位の存在確率 |c2(t)|2、Bloch方程

式における縦磁化Mz = γ~Iz に対応し、その振舞いは時刻 tと「離調」ωmn

の関数である F (ωmn, t)が決めている。関数 F (ωmn, t)は、

F (ωmn, t) = t2f

(
ωmnt

2

)
(10.18)

と、一変数 x = ωt/2の関数 f(x)

f(x) =
sin2 x

x2
(10.19)

を介して考えると分かりやすい。関数 f(x)と F (ω, t)を図 10.1と図 10.2に

示す。f(x)の特徴を挙げると、

i. x = 0で最大値 1をとる。

ii. 有意な値を持つのは原点近くのみ、特に原点から最初にゼロになる地

点 ±πまでにほとんど全てが集中している。

iii. xの全領域にわたる積分の値は πである。∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ ∞

−∞

sin2 x

x2
dx = π (10.20)

iv. 最大値をとる場所 (0, 1)と最初にゼロになる場所 (±π, 0)を結んで出来
る三角形の面積は πであり、全域の積分に等しい。

v. デルタ関数の表現の一つ

δ(x− x0) =
1

π
lim
k→∞

sin2 k(x− x0)

k(x− x0)2
(10.21)

を与える2。
2kx = y とおくと∫ ∞

−∞

sin2 kx

k2x2
dx =

∫ ∞

−∞
f(kx) dx =

1

k

∫ ∞

−∞
f(y) dy =

π

k



10.1. 時間依存の摂動による状態間遷移 119

f 
( 

x 
)

-3 -2 -1 0 1 2 3

x /p

  1  

図 10.1: 関数 f(x) =
sin2 x

x2

F (ω, t)に直すと

I. 離調ゼロ ω = 0で最大値 t2 をとる。

II. ωの全領域にわたる積分の値は 2πtである3。∫ ∞

−∞
F (ω, t)dω =

∫ ∞

−∞

sin2(ωt/2)

(ω/2)2
dω = 2πt (10.23)

III. 最大値をとる場所 (0, t2)と最初にゼロになる場所 (±2π/t, 0)を結んで

出来る三角形の面積は 2πtであり、全域の積分に等しい。

IV. t→ ∞の極限でデルタ関数の表現を与える。

lim
t→∞

F (ω, t) = 2π t δ(ω) (10.24)

離散的な単一の状態への遷移 性質 i.から、ωmn = 0、すなわち厳密に無摂

動系のエネルギーが保存される遷移の場合、Wm(t)は t2 に比例する。これ

はラビ振動で完全に下準位にあった系が励起され始める一番最初の段階に対

応している。ラビ振動は何度も繰り返す周期現象であるから、減少から増加

に転ずる最小点では tの一次の成分 (勾配)はなく、tの二次の成分 (曲率)が

最低次となる。エネルギーが厳密には保存されない遷移、ωmn ̸= 0の場合、

より、

k

∫ ∞

−∞
f(kx) dx =

∫ ∞

−∞

sin2 kx

kx2
dx = π (10.22)

x を変数としたとき、f(kx) の中央の三角形の幅を小さくするには k を大きくすればよい。
3x = ωt/2 とおくと∫ ∞

−∞
F (ω, t) dω = t2

∫ ∞

−∞
f(x) dω = 2t

∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πt
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F
 (

w
, 

t 
)

-3 -2 -1 0 1 2 3

w 

  t
 2

  

2p / t -2p / t 4p / t 6p / t -4p / t -6p / t 

図 10.2: 関数 F (ω, t) =
sin2(ωt/2)x

(ω/2)2

ωmnは一定値に留まったまま時間 tが増えていくので、グラフ上では原点の

最大値の場所から時間とともに右へ進むことになり、時間が 2π/ωmnを経過

するごとにWm(t)はゼロになる。その間に繰返し現れる極大値は元の関数

f(ωmn, t)での計算どおり 4/ω2
mn で毎回同じ値をとる

4。上準位の存在確率

はゼロと極大値の間を離調のみで決まる周期で往復する。一方、ラビ振動や

Blochベクトルの運動の周期は、離調 δω と摂動の (角振動数を単位とした)

大きさ V の二乗平均の平方根
√
δω2 + V 2 で決まっていた。摂動計算におい

て周期が離調だけで決まっているということは、離調に比べて摂動の寄与が

無視できる状況にあることを示している。

近いエネルギーを持つ一群の連続状態への遷移 H0 の固有状態が連続スペ

クトルをもつ場合、スペクトルの中であるエネルギー幅 δE に属する連続状

態への遷移を考えることになる（例えば、原子の光イオン化で飛び出す電子、

など）。このとき、連続状態の状態密度に関して注意が必要。状態密度は連続

状態を区別する変数に依存するからである。

∆E に含まれる状態を変数 b（例えば運動量 p）で |b⟩と表わす。変数 bの

或る領域Bへの射影演算子 PB は、変数 bの空間における状態密度 n(b)を用

いて

PB =

∫
B

|b⟩n(b) db ⟨b| (10.25a)

と表わされる5。状態密度は普通、単位エネルギー当たりの状態の数として

ρ(E)で表わされるので、変数 bからEへの変換が必要となる。新たな変数E

4グラフ上では、極大値は tが大きくなるにつれて減衰しているように見えるが、グラフ全体
が t2 に比例して大きくなっていルことに注意。

5連続状態 |b⟩ の規格化は、射影子 PB を介して状態密度 n(b) で決められている、ともい
える。

⟨b|b′⟩ =
1

n(b)
δ(b− b′)
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を bでE(b)と表わし、エネルギーがE±∆E/2の領域が変数 bの領域B(E)

に対応するとすると、変数を E としたときの射影子は

PB =

∫
B(E)

|b⟩ ρb(E) dE ⟨b| (10.25b)

となる。二つの射影子の表現の比較から

ρb(E)dE = n(b)db (10.26)

を得る。ρb(E)は、エネルギーに対する準位 bの密度と呼ばれる。

時刻 0に初期状態 |n⟩にあった系に時間に依存しない摂動 H′ を加え、時

刻 tにおいて領域 B に属する一つの状態 |b⟩に系を見出す確率WBm(t)は、

t = 0以降の摂動の寄与も加わった系の時間発展を U(t, 0)で表わすと、

WBn(t) = ⟨n|U†(t, 0)PBU(t, 0)|n⟩

=

∫
B(E)

⟨n|U†(t, 0)|b⟩ ρb(E) dE ⟨b|U(t, 0)|n⟩

=

∫
B(E)

Wb(t) ρb(E) dE (10.27)

ただし

Wb(t) = |⟨b|U(t, 0)|n⟩|2 =
1

~2
|⟨b|H′|n⟩|2F (ωbn, t)

状態 |b⟩のエネルギーの積分範囲を E を中心に幅 ϵにとり、その中で遷移の

行列要素 ⟨b|H′|n⟩と状態密度 ρb(E)は一定であるとすると、

WBn(t) =
1

~2

∫
B(E)

|⟨b|H′|n⟩|2F (ωbn, t) ρb(E) dE

=
1

~2
|⟨b|H′|n⟩|2ρb(E)

∫ E+ϵ/2

E−ϵ/2

F (ωbn, t) dE (10.28)

となる。ここで時間 tはエネルギーの積分範囲 ϵに相当する振動の周期 1/ν =

2π~/ϵより十分に長いとする。

t≫ 2π~
ϵ

(10.29)

関数F (ωbn, t)のグラフ上での積分範囲、∆ωt = (ϵ/~)tが関数がゼロになる間
隔 2πよりはるかに大きく、関数の全面積を代表する真ん中の三角形は、積分

範囲に入るか入らないかの区別だけを考えればよいことを意味する。つまり、

三角形の幅はゼロとみなしてこの関数を δ関数のように扱うことができる。

1. 関数 F の中央の三角形が積分範囲の中にある場合（エネルギーが保存

される遷移）

事実上全面積を担う中央の三角形が入っているので、積分範囲を無限大
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に拡げても結果は変わらない。変数 ωの全領域の F (ω, t)の積分は 2πt

であったから6、

WBn(t) =
2π

~
|⟨b|H′|n⟩|2ρb(E)t (10.30)

状態 bの存在確率は時間に比例して増えてゆく。

2. 関数 F の中央の三角形が積分範囲の外にある場合（エネルギーを保存

しない遷移）

このとき、積分は事実上ゼロとみなせる。

単位時間当たりの、離散的状態 nから連続状態 bへの遷移確率は、

WBn(t)

dt
=

2π

~
|⟨b|H′|n⟩|2ρb(Eb)δ(Eb − En) (10.31)

となる。Fermiの黄金律として知られている式である。

10.1.3 周期摂動と共鳴

時間に依存する摂動 H′(t)として、角振動数 ω で振動する摂動を考える。

摂動はエルミート演算子で表わされることを意識して、

H′(t) = Veiωt + V†e−iωt (10.32)

と表わす。遷移振幅 c
(1)
m (t)は

c(1)m (t) =
1

i~

∫ t

0

dτ⟨m|V|n⟩ exp (i(ωmn + ω)τ)

+
1

i~

∫ t

0

dτ⟨m|V†|n⟩ exp (i(ωmn − ω)τ) (10.33)

となる。遷移振幅が大きな値を持つのは、二つの積分のうちどちらか一方で

被積分関数 exp((iωmn ±ω)τ)が振動しなくなるときである。この条件を定量

的に言い換えると、積分が行われる時刻 τ = 0から tまでの間に被積分関数

の位相が一回転しないこと、

|ωmn ± ω|t≪ 2π (10.34a)

である。この共鳴条件がどちらか片方の積分について成り立つとき、ω ≈ ∓ωmn

であるからもう一方の被積分関数はおおよそ exp(2iωmnτ)である。こちらに

ついては十分振動している

2π ≪ 2|ωmn|t (10.34b)

6積分変数を ω から E = ~ω に変えることを忘れずに。
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とすれば、その積分は無視することができる（回転波近似）。結局、摂動に関

して一次の遷移振幅 c
(1)
m (t)が大きな値を持つのは

誘導放出 Em = En − ~ω (10.35a)

(誘導)吸収 Em = En + ~ω (10.35b)

のときである。摂動のない系が ~ωのエネルギーを放出するとき、或いは ~ω
のエネルギーを吸収するときに遷移が効率よく起こる。c(1)m (t)の二つの積分

のうち片方で共鳴条件が成り立っているとき、他方の積分は無視できるので、

c
(1)
m (t)は一項から成ると見なせる。

c(1)m (t) =
1

i~

∫ t

0

dτ⟨m|V|n⟩ exp (i(ωmn ± ω)τ)

この式は、前節の、時間を含まない摂動の場合と全く同じ形をしているので、

全く同じように議論が進む。時刻 0と tの間に系が状態 nからmへ遷移した

確率Wm(t)は

Wm(t) = |c(1)m (t)|2 =
1

~2
|⟨m|V|n⟩∥2

∣∣∣∣∫ t

0

dτ exp (i(ωmn ± ω)τ)

∣∣∣∣2
=

1

~2
|⟨m|V|n⟩∥2F (ωmn ± ω, t)

の計算となり、最終的に単位時間当たりの nから bへの遷移確率は、

WBn(t)

dt
=

2π

~
|⟨b|H′|n⟩|2ρb(Eb) δ(Eb − En ± ω) (10.36)

となる。誘導放出と光の吸収とは時間の向きを逆にしたプロセスであり、同じ

遷移確率を持つ。光を吸収しやすいものは同じ程度に光を放出し易い。レー

ザー作用は反転分布した媒体からの誘導放出である。

10.1.4 光による電気双極子遷移

時間に依存する摂動として振動する電磁場、すなわち光を取り上げ、光と

分子・原子との相互作用を考える。

分子は原子の集まりで、原子番号 Z の原子は Zeの電荷を持った原子核の

周りに Z 個の電子を持っている。原子核の周りの電子の拡がりは Bohr半径

a0 =
4πϵ0~2

me2
≈ 0.053 nm = 5.3× 10−11 m (10.37)

程度である。分子の大きさはその 100倍、1 nm程度と考えてよい。波長が

100 nmより長い紫外線、可視光、赤外線を扱う限り、分子の大きさは光の波

長に比べて圧倒的に小さく無視できる。

a0/λ≪ 1 (10.38)
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ちなみに可視光の波長は 400 ∼ 700 nm程度である。従って、光の電場と磁

場の位相の変化は無視でき、分子全体に一様な大きさの電場がかかっている

とみなせる。これを長波長近似という。光電場の分子内の位置依存性は考え

なくてよいので、直線偏光した光の電場は

E(t) = E0 cosωt (10.39)

と表わせる。分子を構成している電子や原子核には電荷があるので、分子は

電気双極子モーメント dをもつ。

d = −e
∑
i

ri + e
∑
N

ZNRN (10.40)

光と物質の相互作用への最も大きな寄与は、光の電場E(t)の中における分子

の電気双極子モーメント dのポテンシャルエネルギーである。相互作用エネ

ルギー、すなわち摂動の Hamiltonianは

H′(t) = d ·E(t) = d ·E0 cosωt (10.41)

である。このH′(t)が状態 nとmの間にゼロでない行列要素を持つと、光に

よる状態 nからmへの遷移が可能になる。電子がつくる電気双極子は、可視

から紫外の光との相互作用で電子遷移を引き起こし、原子核の振動によって

双極子が変化すれば、赤外光との相互作用で振動遷移を引き起こし、分子全

体の電気双極子は遠赤外からマイクロ波の領域の電波と相互作用して回転遷

移を引き起こす。

10.1.5 自然放出係数

いま、多数の同種類の原子あるいは分子があり、エネルギー Em の状態に

Nm 個、ϵn の状態に Nn 個あるとし、エネルギーは Em > En とする。系が

熱平衡にあるときの個数を N 0
m、N

0
n とすれば、Boltzmann分布にしたがっ

て次の関係が成立しているはずである。

N 0
m

N 0
n

= exp

(
−Em − En

kT

)
= exp

(
−~ωmn

kT

)
(10.42)

nからm、mから nへの光による誘導吸収と誘導放射は、Wmn で計算した

とおり同じ遷移確率で起こり、EinsteinのB係数で表わされる7。誘導過程だ

けだと定常状態の占有数は等しくなり、Boltzmann分布は実現しない。この

ことは、エネルギーの高い状態から光による誘導を必要としない光子の放出
7Wmn は基本的に摂動のハミルトニアンの行列要素の二乗なので、

W 2
mn ∝ |⟨m|d ·E|n⟩|2 = |⟨m|d|n⟩|2E2 (10.43)

と、輻射場の強度 E2 と物質の性質 (遷移モーメント)⟨m|d|n⟩ から成る。このうち物質に関す
る部分が Einstein の B 係数に当たる。
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過程が存在することを意味する。この過程は光子の自然放出と呼ばれ、その

遷移の確率は Einsteinの A係数と呼ばれる。状態 nとmの分布数、Nn と

Nm の時間変化の方程式は、角振動数 ωの輻射場のエネルギー密度を ρ(~ω)
として

dNn

dt
= −dNm

dt
= NmA + (Nm −Nn)B ρ(νmn) (10.44)

となる。Ṅn = −Ṅm = 0となった定常状態が熱平衡状態に一致するので、

0 = N 0
mA + (N 0

m −N 0
n )B ρ(ωmn)

これとN 0
m/N

0
n = exp(−~ωmn/kT )を組み合わせて ρ(ωmn)について解くと

ρ(ωmn) =
A/B

exp (~ωmn/kT )− 1
(10.45)

を得る。ところで、光のエネルギー密度が熱平衡状態にあるときに ωmnのど

のような関数になっているかは、黒体輻射の式で表される。

ρ(ωmn) =
~ν 3

mn

π2c3
1

exp (~ωmn/kT )− 1
(10.46)

二つの式の比較から、自然放出係数を求めることができる。

A =
~ω 3

mn

π2c3
B (10.47a)

自然放出係数が光の振動数の三乗に比例することに注目しよう。光子の自

然放出による励起状態の崩壊は励起エネルギーが大きいほど速く、高エネル

ギーの励起状態ほど光子の自然放出による輻射寿命は短い。輻射寿命は自

然放出係数の逆数である。水素原子の 2P → 1Sは紫外領域でエネルギーは

82259 cm−1 (122 nm)、輻射寿命は 1.6 nsである。HClの永久双極子は 1.1D

で回転の J = 0 → 1の遷移は遠赤外領域でエネルギーは 20.6 cm−1 (485µm)、

輻射寿命は約 100 sである。
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11.1 量子力学における状態

11.1.1 純粋状態

量子力学は普通、系の情報が最大限に分かっている状況を扱う。最大限の

情報を持つ状態はしばしば「純粋状態」、或いは単に「状態」と呼ばれる。

純粋状態には、その状態にある系について、完全に予測可能な結果を与え

る実験が存在する。例えば、直線偏光の光に対して、偏光面に向きを合わせ

た偏光素子を置くと、全ての光子が 100%通り抜ける。このように純粋状態

を一意に決定し、最大限の情報をもたらす実験は「完全」な実験と呼ばれる。

「完全」な実験は、系の中のある状態をだけを残すフィルターとして機能

する。系をフィルター実験にかけることで純粋状態をつくることができる。

純粋状態 ψj だけを通すフィルターの働きは、射影演算子 Pj と同じである。

Pj = |ψj⟩⟨ψj |

Pj |u⟩ = |ψj⟩⟨ψj |u⟩

純粋状態がその固有状態であるようなエルミート演算子を見つけることがで

きる。そのエルミート演算子に対応する観測可能量 observableを測定するよう

な実験を行うことが、少なくとも原理的には可能である。こうした observable

を幾つか測定すれば純粋状態を一意に決定できる。たとえば、中心力場に束

縛されたスピンのない粒子の場合、(n, l,m)の量子数が状態を規定する。こ

こで量子数 lとmは角運動量の大きさの二乗 L2とその z成分 Lz の固有値、

~l(l+1)と ~mを与え、量子数 nと lが系のエネルギーHの固有値Enlを与

える。従って、系のエネルギー、角運動量の大きさとその z成分を測定すれ

ばこの三つの量子数が分かり、純粋状態

|ψ⟩ = |n, l,m⟩

が得られる。

observableの組で表せない一般の純粋状態の場合には、純粋状態は完全な

演算子群の固有状態の線形結合として表される。中心力場にある粒子の場合、

三つの量子数で指定できないとき、複数の異なった (n, l,m)状態の線形結合

|ψ⟩ =
∑

n′,l′,m′

cn′,l′,m′ |n′, l′,m′⟩
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で表される。

11.1.2 混合状態

量子力学系には、完全に予測可能な結果を一意にもたらすような「完全」

な実験が存在しないような状態も存在する。例えば、部分偏光した光子を、

一義的に通するか遮断するような偏光アナライザーは存在しない。それでも、

状態を記述するパラメータ群を使って系に関する観測量を統計的に予測する

ことができる。

そもそも「状態」とは、その系の将来の振舞いを予測するために、物理法

則とともに必要な情報のことだ、と言える。

「純粋」でない状態は「混合」状態と呼ばれ、複数の純粋状態がそれぞれ

の重みで混ざり合ったものである。混合状態にある系がある観測結果をもた

らす確率を求めるには、成分の純粋状態それぞれについて確率を計算し、各

純粋状態に重みをつけて平均を取らなければならない。

|ψ1⟩ の重み p1, |ψ2⟩ の重み p2, · · ·

純粋状態の混合した状態という考え方は、量子力学と統計力学の結び付きの

中から生まれた。古典統計力学は、全ての力学変数の値で特徴付けられる古

典力学系の集まり、ensembleを扱う。量子力学における純粋状態は個々の古

典力学系に対応し、量子統計力学は純粋状態の集まりを扱う。

以下では量子力学系の統計集団を扱い、「平均」というとき、純粋状態の混

合に関する統計的な期待値を意味する。

11.2 密度行列

11.2.1 平均値の表し方

純粋状態 ψi にある系の演算子 Qの期待値は ⟨Q⟩i = ⟨ψi|Q|ψi⟩である。純
粋状態 ψi に見出される確率が pi であるような混合状態の演算子 Qの期待

値は

⟨Q⟩ =
∑
i

pi⟨Q⟩i =
∑
i

pi⟨ψi|Q|ψi⟩ (11.1)

と表される。ここで密度行列 ρを次の演算子で定義する。

ρ =
∑
i

|ψi⟩pi⟨ψi| (11.2)

ここで pi は系が状態 ψi に見出される確率なので

pi ≥ 0,
∑
i

pi = 1 (11.3)
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という性質を持つ。そうすると、演算子 Qの期待値は

⟨Q⟩ = Tr(ρQ) (11.4)

と表される。実際、

Tr(ρQ) =
∑
i

piTr(|ψi⟩⟨ψi|Q)

=
∑
i

pi⟨ψi|Q|ψi⟩

と確かめることができる。

以上の議論を一組の完全な演算子の固有状態 |n⟩を基底に取って再現して
みよう。純粋状態 ψi は |n⟩で展開したときの係数 c

(i)
n = ⟨n|ψi⟩で表される。

|ψi⟩ =
∑
n

|n⟩⟨n|ψi⟩ =
∑
n

|n⟩c(i)n (11.5)

この状態にある系の演算子 Qの期待値 ⟨Q⟩i は、Qの行列成分を ⟨n′|Q|n⟩ =
Qn′n で表すとして

⟨Q⟩i = ⟨ψi|Q|ψi⟩ =
∑
n′

∑
n

⟨ψi|n′⟩⟨n′|Q|n⟩⟨n|ψi⟩ =
∑
n′

∑
n

c
(i)∗
n′ Qn′nc

(i)
n

(11.6)

である。純粋状態 ψi の統計的重みが pi であるような混合状態の Qの期待

値は、

⟨Q⟩ =
∑
i

pi⟨Q⟩i =
∑
i

∑
n′

∑
n

pi⟨ψi|n′⟩⟨n′|Q|n⟩⟨n|ψi⟩

=
∑
n

∑
n′

∑
i

⟨n|ψi⟩pi⟨ψi|n′⟩⟨n′|Q|n⟩ (11.7)

となる。ここで密度行列 ρの行列要素が

ρnn′ =
∑
i

⟨n|ψi⟩pi⟨ψi|n′⟩ =
∑
i

c (i)n p(i)c
(i)∗
n′ (11.8)

であることを使うと、Qの期待値は

⟨Q⟩ =
∑
n

∑
n′

ρnn′Qn′n =
∑
n

(ρQ)nn = Tr(ρQ) (11.9)

と書けていることが確かめられる。式 (11.9)は、この系について任意の演算

子Qの期待値を計算するために必要な最小限のデータが密度行列 ρであるこ

とを表している。従って、密度行列 ρnn′ の独立なパラメータの数と同じ数の

情報があれば系を記述できることになる。
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11.2.2 密度行列の性質

密度行列 ρnn′ には以下のような性質がある。

1. エルミート性

ρn′n = ρ ∗
nn′ (11.10)

密度行列の行列要素の表現 ρnn′ =
∑

i ⟨n|ψi⟩pi⟨ψi|n′⟩から明らか。

2. 対角和 traceが 1

Tr(ρ) = 1 (11.11)

単位演算子の平均値は 1であることから、

Tr(Eρ) =
∑
n

ρnn = 1

3. ユニタリ変換 T による対角化　　性質 1.（エルミート性）により、∑
nn′

Tjnρnn′T−1
n′j′ = ρjjδjj′ (11.12)

4. 正の定符号　　どんな |u⟩に対しても

⟨u|ρ|u⟩ ≥ 0 (11.13)

状態 |u⟩を密度行列の表現が対角的になる純粋状態 |ψi⟩で展開する。

|u⟩ =
∑
i

|ψi⟩⟨ψi|u⟩

これを使うと

⟨u|ρ|u⟩ =
∑
i

⟨n|ψi⟩pi⟨ψi|n⟩ =
∑
i

pi|⟨ψi|n⟩|2 ≥ 0

言い換えると、どのような基底で ρを表現したとしても、その対角要

素は必ずゼロ以上である。

ρkk ≥ 0 (11.14)

ρkkは系を純粋状態 ukに見出す確率である。従って、Trρ =
∑

k ρkk = 1

は、完全な状態の組の中のどれか任意の純粋状態に系を見出す確率は 1

であることを示している。

5. 　密度行列の二乗の対角和は 1以下

Tr
(
ρ2
)
≤ 1 (11.15)
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性質 4.と 2.から

∑
j

ρ 2
jj ≤

∑
j

ρjj

2

=
(
Tr ρ

)2
= 1

密度行列の対角表現において
∑

j ρ
2
jj は Tr

(
ρ2
)
である。さらに、対角

和 Trはユニタリ変換で不変であるから、表現の基底に関係なく一般に

成り立つ式として

Tr
(
ρ2
)
=
∑
n

∑
n′

ρnn′ρn′n =
∑
n

∑
n′

|ρnn′ |2 ≤ 1

を得る。

6. 　 Tr
(
ρ2
)
= 1のとき、系は純粋状態にある

系が純粋状態 |ψi⟩にあれば、密度行列は射影演算子 ρ = |ψi⟩⟨ψi|であり、

ρ2 = ρ

が成り立つ。

純粋状態でも混合状態でも、系を密度行列で表すことは常に可能である。

11.2.3 独立変数の数

N 次元の密度行列を記述するのに必要な独立なパラメータの数を考えよう。

この複素行列は N2 個の行列要素を持つ。まず、密度行列がエルミートであ

るから、独立な実部のパラメータはN(N + 1)/2個、独立な虚部のパラメー

タは (N − 1)N/2個。合わせると、N 次元エルミート行列の独立なパラメー

タの数は N2 個である。密度行列についての規格化の条件
∑

k ρkk = 1があ

るので、独立変数は一個減り、N2 − 1個となる。他にも密度行列の成分に関

する不等式があるが、独立変数の数は変わらない。従って、一般にN 次元の

系を記述するためには、N2 − 1個の独立な観測量の値が必要である。

一方、N 次元系の純粋状態は式 (11.5)にあるように N 個の複素数の展開

係数 cnであらわされる。2N 個の実数のパラメータがあるが、意味のある独

立変数の数は、規格化条件
∑

n c
2
n = 1と、状態ベクトル ψ の位相は任意で

物理的に意味がないことから、2N から 2個減って 2N − 2個である。

例えば、スピン 1/2の水素の核スピンを密度行列で記述するためには、独

立な核スピンの状態が 2個ある 2次元系なので 3つの独立なデータが必要と

なる。これに対し水素の核スピンの純粋状態を記述する独立なパラメータは

2個である。
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11.2.4 密度行列の時間変化

密度行列の時間変化は Schrödinger 方程式が決めている。Schrödinger 方

程式

i~
∂

∂t
|ψ⟩ = H|ψ⟩ (11.16a)

の形式解は

|ψ(t)⟩ = exp

(
−iHt
~

)
|ψ(0)⟩ = U(t)|ψ(0)⟩ (11.16b)

であり、U(t)は状態の時間変化を表すユニタリ変換

U(t) = exp

(
−iHt
~

)
(11.17)

であり、時間発展演算子とも呼ばれる。ブラベクトルについてもこれに対応

して

−i~ ∂
∂t

⟨ψ| = ⟨ψ|H (11.18a)

⟨ψ(t)| = ⟨ψ(0)| exp
(
iHt
~

)
= ⟨ψ(0)|U(t)† (11.18b)

となっている。密度行列が ρ =
∑

i |ψi⟩pi⟨ψ|であるから、密度行列について
の時間変化の式は以下のようになる。

∂ρ

∂t
= − i

~
[
Hρ− ρH

]
= − i

~
[
H, ρ

]
(11.19a)

ρ(t) = exp

(
−iHt
~

)
ρ(0) exp

(
iHt
~

)
= U(t)ρ(0)U(t)† (11.19b)

観測量の期待値も、時間とともに変化する。

⟨Q⟩(t) = Tr
[
Qρ(t)

]
= Tr

[
Q exp

(
−iHt
~

)
ρ(0) exp

(
iHt
~

)]
= Tr

[
QU(t)ρU(t)†

]
= Tr

[
exp

(
iHt
~

)
Q exp

(
−iHt
~

)
ρ(0)

]
= Tr

[
U(t)†QU(t)ρ

]
= Tr

[
Q(t)ρ(0)

]
(11.20)

Schrödinger表示
(
Q = const , ρ(t) = UρU†)から Heisenberg表示

(
Q(t) =

U†QU, ρ = const .
)
への変換は、Tr(AB) = Tr(BA)という性質から派生し

たものに過ぎない、とも言える。

ハミルトニアンHが対角であるような基底を使って密度行列を表現すると
き、式 (11.19b)は次のようになる。

ρmm′(t) = ρmm′(0) exp

[
−i(Em − Em′)t

~

]
(11.21)
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密度行列の時間発展は、状態間のエネルギー差であらわされる。状態の絶対

エネルギーを知る必要はない。実際、観測可能なのは状態間遷移における遷

移エネルギー、すなわち２状態間のエネルギー差である。そもそも、状態の

絶対エネルギーは計算の便宜上決めたエネルギーの零点を基準としたもので、

直接測定できる量ではない。

11.2.5 熱平衡

統計力学によれば、温度 T にある系はエネルギーEmの状態が Boltzmann

因子 exp(−Em/kT )に比例する重みで混ざり合った状態にある。それぞれの

状態の重みは、全てのエネルギー固有状態についての重みの和が 1になるよ

うに、Boltzmann因子 exp(−Em/kT )を状態和 Z(T ) =
∑

m exp(−Em/kT )

で割ったものになる。したがって、エネルギー固有状態を表現の基底にとる

と、密度行列は対角行列であって、

ρmm′ =
exp(−Em/kT )

Z(T )
δmm′ (11.22)

となり、演算子を使った表示では

ρ =
exp(−H/kT )

Z(T )
=

exp(−H/kT )
Tr{exp(−H/kT )}

(11.23)

となる。

11.3 1/2スピンの密度行列

有限次元系の密度行列の例として、1/2のスピンを取り上げる。

11.3.1 密度行列

1/2のスピンは upと downの二つの純粋状態を持つ二次元系である。Iz の

固有状態を基底関数に取ると、角運動量 I が 1/2のときの角運動量演算子 I

の x、y、z成分は、それぞれ２行２列の Pauli行列 σx、σy、σz に比例する。

Ix =
1

2
σx, Iy =

1

2
σy, Iz =

1

2
σz (11.24)

三つの Pauli行列は以下のとおり。

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(11.25)

σz は対角要素の差、σxは非対角要素の実部、σy は非対角要素の虚部を表し

ている。
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核スピン I の磁気モーメント µの量子力学での表現は µ = γ~I であるか
ら、1/2スピンの磁気モーメントは Pauli行列を使って

µ =
1

2
γ~σ (11.26)

と表される。ここで γ は磁気回転比である。磁気モーメントの期待値は

⟨µ⟩ = 1

2
γ~⟨σ⟩ (11.27)

であるから、スピンの空間配向の度合いと方向は、三つの Pauli行列の期待

値を成分とするベクトル P の大きさと向きで与えられる。

P = ⟨σ⟩ = Tr(ρσ) (11.28)

ところで、1/2のスピンの密度行列は 2× 2の行列で表される。1/2スピン

の任意の状態を表す密度行列がベクトルP によって記述されることを示そう。

密度行列は対角和が 1のエルミート行列なので三つの実数 a、b、cを使って

ρ =

(
1
2 + a b− ic

b+ ic 1
2 − a

)
と表される。これを Pauli行列と見比べてみると、三つの Pauli行列に単位

行列 E を加えて、
ρ =

1

2
E + a σz + b σx + c σy

と記述できる。

Pauli行列の係数 a、b、cは、実は Pauli行列の期待値に比例している。σx
の係数 bは非対角要素の実部で、σx の期待値に比例

b =
1

2
(ρ12 + ρ21) =

1

2
(ρ12σx,21 + ρ21σx,12) =

1

2
Tr (ρσx)

σy の係数 cは非対角要素の虚部で、σy の期待値に比例

c =
1

2
(iρ12 − iρ21) =

1

2
(ρ12σy,21 + ρ21σy,12) =

1

2
Tr (ρσy)

σz の係数 aは対角要素の差で、σz の期待値に比例

a =
1

2
(ρ11 − ρ22) =

1

2
(ρ11σz,11 + ρ22σz,22) =

1

2
Tr (ρσz)

そして、E の係数は対角要素の平均値である。
1

2
=

1

2
(ρ11 + ρ22) =

1

2
(ρ11E11 + ρ22E22) =

1

2
Tr (ρE)

これらのことから、スピン 1/2の系の密度行列は

ρ =
1

2
[Tr(ρE)E +Tr(ρσx)σx +Tr(ρσy)σy +Tr(ρσz)σz] (11.29a)

=
1

2
[ETr(Eρ) + σxTr(σxρ) + σyTr(σyρ) + σzTr(σzρ)] (11.29b)
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と書ける。この書き方は、三次元ベクトル rの基底直交ベクトルnx、ny、nz

による展開

r = nx (nx ·r) + ny (ny ·r) + nz (nz ·r)

や、状態ベクトル |ψ⟩の直交基底関数 |1⟩、|2⟩、· · · による展開

|ψ⟩ = |1⟩⟨1|ψ⟩+ |2⟩⟨2|ψ⟩+ · · ·

と同じ形式である。密度行列が「ベクトル」で単位行列や Pauli行列が「基

底直交ベクトル」、二つの行列の積の対角和が「ベクトルの内積」に対応して

いる。　

以上の議論は、二準位系のエルミート行列と Pauli行列に関する性質とし

て以下のようまとめることができる。

1. 任意の 2× 2のエルミート行列は σx、σy、σz と単位行列 E の線形結合
で表せる。

エルミート行列として密度行列を取ると

ρ =
1

2

Tr(ρE)E +
∑

i=x,y,z

Tr(ρσi)σi


=

1

2

[
E + Pxσx + Pyσy + Pzσz

]
=

1

2

(
E + P · σ

)
=

1

2

(
1 + Pz Px − iPy

Px + iPy 1− Pz

)
(11.30)

と表される。

2. Pauli行列は次の性質を持つ。

Tr (Eσi) = 0 (11.31a)

Tr (σiσk) = 2δik (11.31b)

磁気モーメントの期待値は ⟨µ⟩ = γ~⟨σ⟩/2 = γ~P /2と、磁気モーメント
の三成分の期待値

P =
(
⟨µx⟩, ⟨µy⟩, ⟨µz⟩

)
で完全に記述される。以上の取り扱いは 1/2スピンだけでなく任意の二準位

系に当てはまる。二準位系の密度行列は三つの独立な観測量で表される。

核スピン I = 1の三次元系はどうなるのであろうか？独立なパラメータの

数は N2 − 1 = 8である。磁化の三成分だけでは明らかに足りない。残り五

つは核四極子モーメントに関するものである。I = 1/2は核四極子を持たな

いが I = 1以上のスピンは核四極子モーメントを持つ。
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11.3.2 純粋状態と混合状態

密度行列の二乗を計算してみる。

ρ2 =
1

2

 1

2
+

P 2

2
+ Pz Px − iPy

Px + iPy
1

2
+

P 2

2
− Pz

 (11.32)

密度行列の一般的性質 Trρ2 ≤ 1は

Trρ2 =
1

2

(
1 + P 2

x + P 2
y + P 2

z

)
≤ 1

より

P 2 ≤ 1 (11.33)

である。一般にベクトル P の大きさは 1より小さく、完全な無秩序配向の混

合状態の場合、P = 0である。純粋状態の条件 ρ2 = ρは

P 2 = 1 (11.34)

であるから、純粋状態ではベクトル P の大きさが最大値 1をとる。Px、Py、

Pz の三次元空間を考えると、半径 1の単位球の表面が純粋状態、単位球の内

部が混合状態に対応する。純粋状態の記述には、単位球の表面上の方向だけ

分かればよいので、独立なパラメータの数は一個減り、二個で足りる。

11.3.3 運動方程式

密度行列が核スピン I の期待値で記述されることの表式を使うと、磁場中

のスピンの配向が Lamor歳差運動することが分かる。磁気モーメントµは量

子力学では演算子 γ~I で表される。従って、磁場B 中での Hamiltonianは

H = −µ ·B = −γ~I ·B (11.35)

である。密度行列も I を用いた表現に変えておく。

　ρ =
E
2
+

1

2
P · σ =

E
2
+ 2⟨I⟩ · I (11.36)

密度行列の Schrödinger方程式

∂ρ

∂t
= − i

~
[H, ρ ] (11.37)

は次のようになる。

∂⟨ I ⟩
∂t

· I = iγ
{
(B · I)(⟨ I ⟩ · I)− (⟨ I ⟩ · I)(B · I)

}
　 (11.38)
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密度行列の中の単位行列に比例する部分は時間変化せず、またどんな行列と

も交換するので省くことができる。両辺に γ~をかけると磁化 µの期待値の

時間変化の式

d⟨µ⟩
dt

· I = iγ
{
(B · I)(⟨µ⟩ · I)− (⟨µ⟩ · I)(B · I)

}
　 (11.39)

を得る。ここで、角運動量演算子の交換関係

[Ii, Ij ] = iIk i, j, k = x, y, z etc. (cyclic) (11.40)

を使うと、

(B · I)(⟨µ⟩ · I)− (⟨µ⟩ · I)(B · I)

= (Bx⟨µy⟩ − ⟨µx⟩By)[Ix, Iy] + (By⟨µz⟩ − ⟨µy⟩Bz)[Iy, Iz]

+(Bz⟨µx⟩ − ⟨µz⟩Bx)[Iz, Ix]

= i(B × ⟨µ⟩) · I (11.41)

となる。したがって、

d⟨µ⟩
dt

· I = γ(⟨µ⟩ ×B) · I (11.42)

が得られ、両辺で Ix、Iy、Iz の係数を比べると、

d⟨µ⟩
dt

= γ⟨µ⟩ ×B (11.43)

となり、古典力学の方程式

µ

dt
= γµ×B (11.44)

と一致する。

11.4 超演算子

11.4.1 直交演算子による密度行列の展開

1/2スピンの密度行列は、単位行列 E と三つの Pauli行列 σiの和という便

利な形に書き表された (式 (11.30)参照)。密度行列の係数は定数と、⟨µ⟩とい
う観測量の期待値で表された。それゆえ、密度行列の運動方程式は式 (11.43)

のように観測可能なベクトル量 µについての時間変化の式として表される。

この表現方法を一般化しよう。上の例での四つの演算子、E、σx、σy、σz
は、どの二つの演算子の積をとってもその跡 traceがゼロになる、という意

味で互いに直交している。そこで、二つの行列 Aと B の間の内積を

((A,B)) = TrA†B =
∑
i

∑
j

A∗
ijBij (11.45)
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で定義する。この定義に従えば以下の性質を持つことが確かめられる。

((A,B)) = ((B,A))∗ (11.46a)

((A, βB + γC)) = β((A,B)) + γ((A,C)) (11.46b)

((A,A)) ≥ 0, ((A,A)) = 0のときA = 0 (11.46c)

N 次元の系では、N2 の線形独立な演算子が規格直交化した基底演算子の組

{Ui}を作り、
((Ui, Uj)) = δij , i.j = 1, 2, · · · , N2 (11.47)

系の任意の演算子 Qは基底演算子 {Ui}で展開することができる。

Q =
∑
i

Ui((Ui, Q)) (11.48)

この展開はケットベクトルの完全規格直交系による展開と全く同じ形式で

ある。

⟨i|j⟩ = δij , i.j = 1, 2, · · · , N (11.49)

|ψ⟩ =
∑
i

|i⟩⟨i|ψ⟩ (11.50)

特に、Qとして密度行列 ρをとれば、

ρ =
∑
i

Ui((Ui, ρ)) =
∑
i

Ui⟨Ui⟩ (11.51)

となる。状態は基底演算子の期待値 ⟨Ui⟩で表される。
1/2スピンの例に戻ると、規格直交演算子の組は

1√
2
E , 1√

2
σx,

1√
2
σy,

1√
2
σz (11.52)

である。

11.4.2 超演算子

ある演算子 Aに作用して別の演算子 B をつくる、演算子にはたらく演算

子 ξを、超演算子 ξという。

B = ξA (11.53)

線形性 ξ(A+B) = ξA+ ξB (11.54a)

ξ(cA) = cξA (11.54b)

和　 (ξ + ξ′)A = ξA+ ξ′B (11.54c)

積　　　 ξξ′A = ξ(ξ′A) (11.54d)
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超演算子 ξの共役 ξ†

((A, ξB)) = ((ξ†A,B)) for all A,B (11.55)

エルミート ξ† = ξ (11.56)

ユニタリ ξξ† = ξ†ξ = 1 (11.57)

超演算子の例

1. translation superoperators AL, AR

ALX = AX, ARX = XA (11.58)

2. derivation superoperator AD

ADX = ALX −ARX = AX −XA = [A,X] (11.59)

超演算子 AD の重要な性質 Aが演算子としてエルミートであるとき、AD

も超演算子としてエルミートである。

任意のエルミート演算子X、Y について

((X,ALY )) = TrX†AY = Tr(A†X)†Y = Tr(AX)†Y = ((ALX,Y ))

((X,ARY )) = TrX†Y A = TrAX†Y

= Tr(XA†)†Y = Tr(XA)†Y = ((ARX,Y ))

AL と AR がエルミートであるから、AD = AL −AR もエルミート。

11.4.3 Liouville演算子

系のハミルトニアン Hとの交換関係をとる超演算子を Liouville演算子と

いう。

LX = HDX = [H, X] (11.60)

ハミルトニアンHとの交換関係 [H, X]のmn要素をとると、

[H, X]mn =
∑
i

HmiXin −
∑
j

XmjHjn

=
∑
i

∑
j

(Hmiδjn − δimHjn)Xij

=
∑
ij

Lmn,ijXij

となる。したがって超演算子としての Liouville演算子の行列表示は

　 Lmn,ij = Hmiδjn − δimHjn (11.61)
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である。ハミルトニアンが対角的であるような基底を使うと簡単になり、

　 Lmn,ij = (Em − En) δimδjn (11.62)

と、Liouville演算子も超演算子として対角的である。この基底を用いると密

度行列の時間変化を表す Liouville方程式

i~
∂ρ

∂t
= [H, ρ] = Lρ (11.63)

も簡単になる。方程式の両辺のmn要素をとれば

i~
∂

∂t
ρmn =

∑
ij

Lmn,ijρij

= Lmn,mnρmn = (Em − En) ρmn

と、各要素ごとに独立した方程式になる。解は以前にもあったように

ρ(t)mn = ρ(0)mn exp

[
− i (Em − En) t

~

]
(11.64)

である。

　

ここで改めて超演算子としての Liouville演算子の固有値問題を考える。

LXα = ωαXα (11.65)

Hがエルミート演算子なので、Liouville演算子もエルミートな超演算子。従っ
て固有値 ωα は実数。また、異なる固有値に属する固有演算子は直交する。

ωα = ω ∗
α (11.66)

((Xα, Xβ)) = 0 if ωα ̸= ωβ (11.67)

Hの固有値、固有ベクトルを ϵj、|j⟩とし、次のシフト演算子を考える。

Sjk = |j⟩⟨k| (11.68)

このとき Sjk は

LSjk = H|j⟩⟨k| − |j⟩⟨k|H = (ϵj − ϵk)Sjk (11.69)

と Lの固有演算子になっている。固有値はHのエネルギー固有値の差、すな
わち状態間の遷移エネルギーに等しい。Sjk は全部で N2 個あり、完全規格

直交系をつくっている。
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11.4.4 スペクトル

スペクトルを求めるには、遷移エネルギーと遷移強度が必要。双極子遷移

の場合、状態 kから j への遷移強度は、双極子 µの行列要素 ⟨j|µ|k⟩の二乗
に比例する。

Ijk = |⟨j|µ|k⟩|2 (11.70)

遷移モーメント ⟨j|µ|k⟩は

⟨j|µ|k⟩ = Tr(|k⟩⟨j|µ) = Tr(S†
jkµ) = ((Sjk,µ)) (11.71)

と書ける。ベクトル空間ではHの固有値問題を解いて遷移エネルギー ϵjk と

遷移強度 Ijk を求める。

H|i⟩ = ϵi|i⟩ (11.72a)

ϵjk = ϵj − ϵk (11.72b)

Ijk = |⟨j|µ|k⟩|2 (11.72c)

同じことが Liouville空間で Lの固有値問題を解くことで達成できる。

LSjk = ϵjkSjk (11.73a)

Ijk = |((Sjk,µ))|2 (11.73b)

固有値が遷移エネルギーになっているので、観測量を求めるより直接的な方

法といえる。ただし、解くべき固有値問題の次元がN 次元からN2次元に増

えている。

11.5 密度行列によるRabi振動の表現

二準位系とそれに共鳴した電磁波が相互作用したときの系の振舞いはRabi

振動として知られている。これを密度行列を用いて表わしてみよう。系のハ

ミルトニアンは

H(t) = H0 +HI(t) (11.74)

二準位系の定常状態を表すH0 は、二つの準位の間のエネルギー差 ~ω0 を決

めている。

H0 =

~ω0

2
0

0 −~ω0

2

 =
~ω0

2
Iz (11.75a)

HI(t)は角振動数 ωの電磁場との相互作用で、非対角部分に生じる行列要素

は実数にとることにする。

HI(t) =

(
0 V
V∗ 0

)
cosωt = |V|Ix cosωt (11.75b)
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系の密度行列もハミルトニアンと同じく Iz、Ix、Iy で展開する。

ρ(t) =
1

2
E + 2

(
⟨Iz⟩Iz + ⟨Ix⟩Ix + ⟨Ix⟩Iy

)
(11.75c)

二準位系として電子や水素原子核のような 1/2スピンを考えると、H0は−z
方向の静磁場 −B0 = −ω0/γ (B0 > 0)を受けた磁気モーメント µ = γ~I の
エネルギー、HI(t)は磁気モーメント µが−x方向の振動磁場−B1 cosωtか

ら受けるエネルギー、と全て磁場中の磁気モーメントのエネルギーとして記

述できる。

H0 = −γ~B0Iz = −~ω0Iz (11.76a)

HI(t) = −γ~B1Ix cosωt = −~ω1Ix cosωt (11.76b)

磁気双極子遷移でなく、電気双極子遷移など一般の場合には、

−γ~B1 = −|V| (11.76c)

以後、ω0と ω1を使うことにする。密度行列の時間変化を表す Liouville方程

式は

i~
∂

∂t
ρ(t) =

[
H(t), ρ(t)

]
= −~

[
ω0Iz + ω1Ix cosωt, ρ

]
右辺は交換子の中身に [Ix, Iy] = iIz etcを使って

− ~
[
ω0Iz + ω1Ix cosωt, ρ

]
=− 2~

[
ω0Iz + ω1Ix cosωt, ⟨Iz⟩Iz + ⟨Ix⟩Ix + ⟨Ix⟩Iy

]
=− 2~

[
ω0Iz, ⟨Ix⟩Ix + ⟨Ix⟩Iy

]
− 2~

[
ω1Ix cosωt, ⟨Iy⟩Iy + ⟨Iz⟩Iz

]
=− 2i~ω0

(
⟨Ix⟩Iy − ⟨Iy⟩Ix

)
− 2i~ω1

(
⟨Iy⟩Iz − ⟨Iz⟩Iy

)
cosωt

左辺と合わせて

∂⟨Iz⟩
∂t

Iz+
∂⟨Ix⟩
∂t

Ix+
∂⟨Iy⟩
∂t

Iy = ω0

(
⟨Iy⟩Ix−⟨Ix⟩Iy

)
+ω1

(
⟨Iz⟩Iy−⟨Iy⟩Iz

)
cosωt

(11.77)

前の章で磁場B 中の 1/2スピンの磁気モーメント µ = γ~I の密度行列の
時間変化の方程式は

∂

∂
⟨µ⟩ = γ⟨µ⟩ ×B (11.78)

この方程式は、磁気モーメント ⟨µ⟩がその大きさを変えず、磁場Bの周りを

角振動数 ωB = B sin θ/γ（θは磁場Bと磁気モーメント ⟨µ⟩のなす角度）で
回ることを表わしている。

今回の式も同様で、右辺の ω0 の項は、スピン ⟨I⟩が xy面上で −z方向の
大きさB0の静磁場の周りを回ることを表わし、ω1の項は、yz面上で−x方
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向の大きさ B1の振動磁場の周りを回ることを表わしている。電磁波 (光)で

二準位系をエネルギーの低い基底状態からエネルギーの高い励起状態へ遷移

させることを考える。電磁波が当たる前は系は基底状態に居るので、波動関

数と密度行列は

|Ψ(0)⟩ = |2⟩ ρ(0) =

(
0 0

0 1

)
で、スピンのベクトルは大きさ 1/2で真下 (−z方向)を向いて静止しており、

系固有の−z向きの静磁場B0が励起状態との間にエネルギー差 ~ω0をつくっ

ている。x或いは y方向に磁場が加わると、スピンは角度を変え、xy成分が

生じる。この成分は系固有の静磁場B0によって面内で角振動数 ω0で回転す

るので、回転するスピンに対して振動磁場が加わることになる。スピンの回

転と振動磁場はどちらも xy面上なので、両者の振動数が一致するとき、−x
向きの振動磁場によってスピンの z成分が増え続け、最終的に+zを向く、即

ち励起状態へ完全に遷移するだろう、と予想がつく。しかしこのまま計算を

続ける前に、どちらかの周期運動に合わせた z軸周りの回転座標系に乗り換

えて、片方の回転を見かけ上止める方がはるかに見通しが良くなるのは明ら

かだろう。

このように、波動関数に全て担わせていた系の時間発展のうち、一部分を

見かけ上消すような表現は、中間表示、または相互作用表示と呼ばれる。

ここでは、状態間の遷移を引き起こす摂動 HI(t) = −γBiIx cosωtが時間

に依存しなくなるように z軸周りの角周波数 ωの回転系に移る。xy面内の角

振動数 ωの回転には時計回りと反時計回りの二通りが可能だが、系本来のエ

ネルギーに対応する時間発展 U(t) = exp (−iH0t/~)を打ち消す向きを選ぶ。

11.5.1 中間表示

z軸周りに角振動数−ωで回転している回転座標系に移るには、系の角運動
量が I であるから、その z成分 Iz の角度 −ωtの回転を表わすユニタリ変換

U(t) = exp (−iωIzt) (11.79)

を施せばよい。

一般に、ユニタリ変換 U でブラベクトルとケットベクトルは

|ψ⟩ → |ψ̃⟩ = U |ψ⟩ (11.80a)

⟨ψ| → ⟨ψ̃| = ⟨ψ|U† (11.80b)

と変換されるので、それぞれに対する Schrödinger方程式は

i~
∂

∂t
|ψ⟩ = H|ψ⟩ → i~U

∂

∂t

(
U†U |ψ⟩

)
= UHU†U |ψ⟩ (11.81a)

−i~ ∂
∂t

⟨ψ| = ⟨ψ|H → −i~
(
∂

∂t
⟨ψ|
)
U† = ⟨ψ|U†UHU† (11.81b)
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となる。時間微分の項の扱い

∂

∂t

(
U†U |ψ⟩

)
= U† ∂

∂t
(U |ψ⟩) +

(
∂

∂t
U†
)
U |ψ⟩ (11.82a)(

∂

∂t
⟨ψ|
)
U† =

∂

∂t

(
⟨ψ|U†)− ⟨ψ|

(
∂

∂t
U†
)

(11.82b)

に注意すれば、回転系での Schrödinger方程式は

i~
∂

∂t
|ψ̃⟩ =

{
UHU† − i~U

(
∂

∂t
U†
)}

|ψ̃⟩ (11.83a)

−i~ ∂
∂t

⟨ψ̃| = ⟨ψ̃|
{
UHU† − i~U

(
∂

∂t
U†
)}

(11.83b)

となり、回転座標系での Hamiltonianは

H̃ = UHU† − i~U
(
∂

∂t
U†
)

(11.84)

であることが分かる。密度行列と Liouville方程式は

ρ → ρ̃ = UρU † (11.85)

i~
∂

∂t
ρ = [H, ρ] → i~

∂

∂t
ρ̃ = [H̃, ρ̃] (11.86)

となる。

11.5.2 回転波近似

さて、回転座標系へのユニタリ変換

U(t) = exp (−iωIzt) (11.87)

で spin Hamiltonianがどう変換するかを調べよう。角運動量の交換関係

[I±, Iz] = ∓I± (11.88)

から

I±I
n
z = (Iz ∓ 1)

n
I± (11.89)

が得られる。この関係式を使うと、核スピン演算子の変換は

I+ → UI+U
† = e−iωtI+ (11.90a)

I− → UI−U
† = eiωtI− (11.90b)

Iz → UIzU
† = Iz (11.90c)

そして

U

(
∂

∂t
U†
)

= iωIz (11.91)
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が得られる。全 Hamiltonianは

H = H0 + V (t) → H̃ = UH0U
† − i~U

(
∂

∂t
U†
)
+ UV (t)U†

= H̃0 + Ṽ (t)

と変換される。H̃0 の変換は

H̃0 = UH0U
† − i~U

(
∂

∂t
U†
)

= − (γ~B0 − ~ω) Iz (11.92)

Ṽ (t)の変換は

V (t) = −γ~B1Ix cosωt

= −1

4
γ~B1 (I+ + I−)

(
eiωt + e−iωt

)
であることから

Ṽ (t) = UV (t)U†

= −1

4
γ~B1

{(
I+e

−2iωt + I−e
2iωt
)
+ (I+ + I−)

}
(11.94a)

≈ −1

4
γ~B1 (I+ + I−)

= −1

2
γ~B1Ix (11.94b)

となる。ここで±2ωで振動する項を無視して、二つの円偏光磁場のうち片方

だけを残す近似を、回転波近似RWA (Rotating Wave Approximation)

という。この近似を用いると、回転系では摂動項 V (t)はもはや時間に依存し

なくなる。回転波近似での Liouville方程式は

i~
∂

∂t
ρ̃ = [H̃0 + Ṽ , ρ̃] (11.95a)

H̃0 = − (γ~B0 − ~ω) Iz (11.95b)

Ṽ = −1

2
γ~B1Ix (11.95c)

となる。ω0 = γB0、ω1 = γB1 とおいたスピン I の期待値の時間変化の方

程式

∂⟨Iz⟩
∂t

Iz+
∂⟨Ix⟩
∂t

Ix+
∂⟨Iy⟩
∂t

Iy = ω0

(
⟨Iy⟩Ix−⟨Ix⟩Iy

)
+ω1

(
⟨Iz⟩Iy−⟨Iy⟩Iz

)
cosωt

(11.77)

は

∂⟨Iz⟩
∂t

Iz+
∂⟨Ix⟩
∂t

Ix+
∂⟨Iy⟩
∂t

Iy = (ω0−ω)
(
⟨Iy⟩Ix−⟨Ix⟩Iy

)
+
ω1

2

(
⟨Iz⟩Iy−⟨Iy⟩Iz

)
(11.96)
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となる。中間表示での磁場は、z 成分が二状態間のエネルギー差に相当する

角周波数 ω0 と振動磁場の角振動数 ω のずれ、ω0 − ω(離調)を表わし、x成

分が振動磁場の大きさ (の半分)ω1/2を表わす。この二つの成分を合成した磁

場の周りにスピンは回転する。初期状態が−Iz だったから、離調がゼロのと
きだけ完全に励起状態 (+Iz)に達することが出来る。

11.5.3 複素感受率とエネルギー吸収

誘導磁化 　振動磁場は

B1(t) = Bx cosωt nx = 2B1 cosωt nx

で与えられていた。この振動磁場で定常的に誘起される磁化Mind(t)は、線

形応答の範囲内で

Mind(t) =
⟨
γ~I

⟩
−
⟨
γ~I

⟩
eq

= {χ′(ω) cosωt+ χ′′(ω) sinωt}Bx nx (11.97)

と表される。χ′(ω)は摂動と同位相の応答、χ′′(ω)は摂動から π/2位相が遅

れた応答を表している。複素感受率 χ(ω)を

χ(ω) = χ′(ω) + iχ′′(ω) (11.98)

で定義すれば、誘導磁化は

Mind(t) = Re
{
χ(ω)e−iωt

}
Bx nx (11.99)

と表される。

エネルギー吸収 　角振動数 ω の摂動 V (t)が加わっているとき、系の単位

時間当たりのエネルギー損失 P は

P =
ω

2π

∮
Tr

(
ρ(t)

dV (t)

dt

)
dt =

ω

2π

∮ ⟨
dV (t)

dt

⟩
dt > 0

である1。spin Hamiltonianにおける摂動

V (t) = −µ ·B1(t) = −γ~IxBx cosωt

1外界から加わる摂動 V (t)が周期的に変動する場合を考えよう．系の内部エネルギー変化 dU
は

dU = dW + dQ (11.100)

また、内部エネルギーが Hamiltonian の期待値であること U = Tr(ρH) を考えると、

dU = Tr(ρdH) + Tr(dρH) (11.101)

第一項は、準位の分布数は変わらず準位のエネルギーが変化しているので、外界から系になされ
た仕事、第二項は、準位のエネルギーは変わらず準位の分布数が変化しているので、系が外界と
やり取りした熱量に対応する。系が周期的な運動を繰り返すとき、

∮
dU = 0なので 1周期につ
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について、エネルギー損失を計算してみよう。

dV (t)

dt
=ω (γ~Ix)Bx sinωt⟨

dV (t)

dt

⟩
= ωMind(t) ·Bxnx sinωt

= ω {χ′(ω) cosωt+ χ′′(ω) sinωt}B 2
x sinωt

=
ω

2
{χ′(ω) sin 2ωt− χ′′(ω) cos 2ωt+ χ′′(ω)}B 2

x

であるので、

P =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

⟨
dV (t)

dt

⟩
dt =

ω

2
B 2

xχ
′′(ω) (11.107)

を得る。エネルギー吸収は磁化の 90度遅れの応答を表す χ′′(ω)に比例する。

回転座標系での表現 　 x軸方向の振動磁場を二つの円偏光磁場

2B1 cosωt nx = B1 (nx cosωt+ ny sinωt) +B1 (nx cosωt− ny sinωt)

に分解したとき、回転波近似で残るのは二番目の円偏光磁場

2Bx,rot(t) = B1 (nx cosωt− ny sinωt) (11.108)

であった。磁化M は演算子 γ~I の期待値

M =
⟨
γ~I

⟩
(11.109)

き系が外界へ放出する熱量は

−
∮
dQ =

∮
dW =

∮
Tr

(
ρ(t)

dH(t)

dt

)
dt (11.102)

である。熱力学第二法則

dS ≥
dQ

T
(11.103)

において、線形不可逆過程では摂動が十分小さいので分母の温度は熱平衡温度 Teq とおくことが
できる。閉じたサイクルでは

∮
dS = 0なので、不可逆過程における不等号が成り立つためには

Teq

∮
dS = 0 >

∮
dQ (11.104)

でなければならない。不可逆過程の 1 周期全体を見れば、必ず外から系に仕事がなされ、その
仕事は熱として失われなければならないことを示している。

−
∮
dQ =

∮
dW > 0 (11.105)

角振動数 ω の摂動 V (t) が加わっているとき、系の単位時間当たりのエネルギー損失 P は

P = −
ω

2π

∮
dQ =

ω

2π

∮
Tr

(
ρ(t)

dV (t)

dt

)
dt

=
ω

2π

∮ ⟨
dV (t)

dt

⟩
dt > 0 (11.106)

である。（岩波・現代物理学講座統計力学より）
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なので、Bx,rot(t) で誘起される同位相の磁化M ′
ind(t) と 90 度遅れの磁化

M ′′
ind(t)は

M ′
ind(t) = γ~

(⟨
Ix
⟩
nx cosωt−

⟨
Iy
⟩
ny sinωt

)
(11.110a)

M ′′
ind(t) = γ~

(⟨
Ix
⟩
nx sinωt+

⟨
Iy
⟩
ny cosωt

)
(11.110b)

と表される。これらは回転座標系では

M̃ ′
ind = γ~

⟨
Ĩx
⟩
ñx (11.111a)

M̃ ′′
ind = γ~

⟨
Ĩy
⟩
ñy (11.111b)

となる。したがって、回転座標系での感受率の表現は

χ̃′(ω) =
1

2B1
γ~
⟨
Ĩx
⟩

(11.112a)

χ̃′′(ω) =
1

2B1
γ~
⟨
Ĩy
⟩

(11.112b)

である。回転系での複素感受率は

χ̃(ω) = χ̃′(ω) + iχ̃′′(ω)

と表され、エネルギー吸収のスペクトルは

P (ω) = 2ωB 2
1 Im χ̃(ω) (11.113)

と表される。エネルギー吸収を知るには、振動磁場 B1(t)に対する磁化M

の定常的な応答を知らなければならない。回転座標系で回転波近似を施すと

振動磁場が時間に依存しない静磁場になり、定常状態は摂動の一次の範囲で

(∂/∂t)ρ̃ = 0とおくことによって求められる。しかし、現状ではスピンと磁場

がエネルギーのやり取りをしているだけの閉じた系であって、系の状態は周

期的な変化を繰り返している。エネルギー吸収を表現するには、エネルギー

が散逸させる仕掛けが必要である。

11.5.4 Bloch方程式

スピン系は熱浴と接していて常に熱平衡状態へ向かう。この過程を現象論

的に表すために二つの時定数が導入された。一つは静磁場方向の磁化が平衡

値に向かう時定数で、T1で表し縦緩和時間とよばれる。もう一つは静磁場に

垂直な磁化がゼロに向かう時定数で、T2で表し横緩和時間とよばれる。静磁

場を z軸方向に取り、平衡磁化をMeq とおけば、

d

dt
Mz = − 1

T1
(Mz −Meq) (11.114a)

d

dt
Mx = − 1

T2
Mx (11.114b)

d

dt
My = − 1

T2
My (11.114c)
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これを先の回転系での有効磁場による磁化の運動と組み合わせると、回転系

での磁化の振舞いを記述する Bloch方程式

dM ′
z

dt
= γ (M ′ ×B′

e)z −
1

T1
(M ′

z −Meq) (11.115a)

dM ′
x

dt
= γ (M ′ ×B′

e)x − 1

T2
M ′

x (11.115b)

dM ′
y

dt
= γ (M ′ ×B′

e)y −
1

T2
M ′

y (11.115c)

を得る。有効磁場

B′
e = B1nx +

(
B0 −

ω

γ

)
nz

の成分を

ω0 = γB0

ω1 = γB1

を使って表すと、Bloch方程式は

dM ′
z

dt
= −ω1M

′
y −

1

T1
(M ′

z −Meq) (11.116a)

dM ′
x

dt
= (ω0 − ω)M ′

y −
1

T2
M ′

x (11.116b)

dM ′
y

dt
= (− (ω0 − ω)M ′

x + ω1M
′
z)−

1

T2
M ′

y (11.116c)

となる。
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11.5.5 緩和行列

縦緩和、横緩和の密度行列への作用は超演算子で表され、緩和演算子Rと
よばれる。

∂

∂t
ρ = R ρ (11.117)

緩和時間は磁化の成分に対して定義されていたので、緩和演算子Rの行列表
示は

R


⟨
Iz
⟩

⟨
Ix
⟩

⟨
Iy
⟩

 =


− 1

T1
0 0

0 − 1

T2
0

0 0 − 1

T2




⟨
Iz
⟩

⟨
Ix
⟩

⟨
Iy
⟩

+


1

T1

Meq

γ~
0

0

 (11.118a)

ただしここで、

Meq =
⟨
γ~I

⟩
0
= γ~Tr (Iρeq)　 (11.118b)

ρeq =
2Meq

γ~
Iz (11.118c)

とおいた。

11.5.6 Liouville方程式の定常解の摂動展開

磁場による磁化の歳差運動と緩和の効果を合わせた Liouville方程式は

i~
∂

∂t
ρ = Lt ρ

= (L+ i~R) ρ

= (L0 + L1 + i~R1) ρ+ i~r0

ここで

H0 = − (γ~B0 − ~ω) Iz
H1 = −γ~B1Ix

r0 =
ρeq
T1

R1は縦緩和、横緩和の線形の部分である。角周波数−ωの回転系では静磁場
と振動磁場が共に定常なので、系の定常的な応答を見るには (∂/∂t)ρ = 0と

おき、Lt ρ = 0を解けばよい。ここで摂動のパラメータ λを導入し、ρを摂

動展開する。
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L′
t ρ = −i~r0 (11.119a)

L′
t = L0 + i~R1 + λL1 (11.119b)

ρ = ρeq + λρ1 + λ2ρ2 + · · · (11.119c)

λのそれぞれの冪の係数が等しいとおくと

(L0 + i~R1) ρeq = −i~ρeq
T1

(L0 + i~R1) ρ1 = −L1 ρeq

(L0 + i~R1) ρ2 = −L1 ρ1

...

(L0 + i~R1) ρn = −L1 ρn−1 (11.119d)

一次の解は

ρ1 = − (L0 + i~R1)
−1 L1 ρeq (11.120)

である。

11.5.7 感受率の計算

一次の応答

ρ1 = −
(

1

i~
L0 +R1

)−1
1

i~
L1 ρeq (11.121)

を実際に計算してみよう。

ρeq =
2Meq

γ~
Iz

である。
{⟨
Iz
⟩
,
⟨
Ix
⟩
,
⟨
Iy
⟩}
を行列要素に取る。TrI2z = 1/2なので、

⟨
Iz
⟩
eq

=

TrρeqIz =Meq/γ~であることに注意して、

− 1

i~
L1 ρeq = −


0 0 −ω1

0 0 0

ω1 0 0



Meq

γ~
0

0

 =


0

0

−MeqB1

~

 (11.122)
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ここで ~ω1 = γ~B1 の関係を使った。

ρ1 = −
(

1

i~
L0 +R1

)−1
1

i~
L1 ρeq

=

(
1

i~
L0 +R1

)−1


0

0

−MeqB1

~



=


− 1

T1
0 0

0 − 1

T2
ω0 − ω

0 − (ω0 − ω) − 1

T2



−1
0

0

−MeqB1

~



=


−T1 0 0

0 − 1

∆T2
−ω0 − ω

∆

0
ω0 − ω

∆
− 1

∆T2




0

0

−MeqB1

~


ここで

∆ = (ω0 − ω)
2
+

(
1

T2

)2

(11.123)

とおいた。磁化の一次の補正は、⟨
Iz
⟩
= 0 (11.124a)⟨

Ix
⟩
=
Meq

~
T 2
2 (ω0 − ω)

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2B1 (11.124b)

⟨
Iy
⟩
=
Meq

~
T2

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2B1 (11.124c)

であり、回転系での感受率は

χ′(ω) =
1

2B1
γ~
⟨
Ix
⟩
=
γMeq

2

T 2
2 (ω0 − ω)

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2 (11.125a)

χ′′(ω) =
1

2B1
γ~
⟨
Iy
⟩
=
γMeq

2

T2

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2 (11.125b)

エネルギー吸収は

P (ω) = 2ωB2
1χ

′′(ω) = γMeq
ωT2

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2B
2
1 (11.126)

となる。



11.5. 密度行列による Rabi振動の表現 153

11.5.8 Bloch方程式の厳密解

行ってきたことをまとめると、角振動数−ωの振動磁場が x軸方向にかかっ

ているとき、回転座標系で回転波近似を施した Bloch方程式

dM ′
z

dt
= −ω1M

′
y −

1

T1
(M ′

z −Meq)

dM ′
x

dt
= (ω0 − ω)M ′

y −
1

T2
M ′

x

dM ′
y

dt
= (− (ω0 − ω)M ′

x + ω1M
′
z)−

1

T2
M ′

y

ここで

ω0 = γB0

ω1 = γB1

の定常解を、振動磁場に対する一次の応答の範囲で解いてきた。厳密な定常

解は、

M ′
z = γ~

⟨
Iz
⟩
=Meq

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2
+ T1T2γ2B2

1

(11.127a)

M ′
x = γ~

⟨
Ix
⟩
=Meq

T 2
2 (ω0 − ω)

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2
+ T1T2γ2B2

1

γB1 (11.127b)

M ′
y = γ~

⟨
Iy
⟩
=Meq

T2

1 + T 2
2 (ω0 − ω)

2
+ T1T2γ2B2

1

γB1 (11.127c)

となる。分母に共通に表れる T1T2γ
2B2

1 の項は振動磁場 B1 の非線形な効果

を表し、B1 が大きくなるにつれて縦磁化M ′
z はMeq より小さくなり、横磁

化M ′
x とM ′

y は線幅が大きくなる。これは power broadningと呼ばれる。
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図 11.1: Bloch方程式の定常解。1/(2πT1) = 0.2 kHz、1/(2πT2) = 0.25 kHz。

摂動の振動磁場の強さ γB1/2π = 0.05, 0.5, 5 kHzについて計算。振動する場

の強さを一桁ずつ変えて三通り計算した。電磁場のエネルギーとしては 100

倍ずつ変えたことになる。

11.5.9 強制振動子との対比

Bloch方程式の一次の解に立ち戻ると、応答の大きさは摂動の大きさB1に

比例し、応答の位相は離調 ω0 −ωと横緩和 T2の間の綱引きで決まっていた。

xy面内での方程式は、(
1

i~
L0 +R1

)
ρ1 = − 1

i~
L1ρeq (11.128)

右辺は y 成分しかなく、左辺は z 成分が他から独立しているので xy 成分の

みを見ると、 − 1

T2
ω0 − ω

−(ω0 − ω) − 1

T2


 ⟨Ix⟩

⟨Iy⟩

 =

 0

−B1Meq

~

 (11.129)
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となっている。左辺の一次変換の行列は、

(
−α β

−β −α

)
=M

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
の形をしているので、xy面上の原点周りの θの回転と倍率M の拡大・縮小で

ある。そこで右辺の平衡磁化Meq が −y方向ではなく +x方向に現れるよう

に、両辺に θ = +90◦ の回転を施す。両辺に左から行列

(
0 −1

1 0

)
をかけて

ω0 − ω
1

T2

− 1

T2
ω0 − ω


 ⟨Ix⟩

⟨Iy⟩

 =


B1Meq

~

0

 (11.130)

を得る。解は

⟨Ix⟩ =
ω0 − ω

(ω0 − ω)
2
+ (1/T2)

2

B1Meq

~
, ⟨Ix⟩ =

1/T2

(ω0 − ω)
2
+ (1/T2)

2

B1Meq

~

だったが、いま摂動の電磁場の角周波数 ωで回る回転系に乗っていて、x方

向が電磁場と同位相の成分、y 方向が 90◦ 遅れの成分だった。これを元の座

標系に戻そう。元の座標系で振動磁場が x方向に cosωtで加えられていたの

だから、振動磁場で誘起される磁化Mx = γ~⟨Ix⟩は

Mx =
(ω0 − ω) cosωt+ (1/T2) sinωt

(ω0 − ω)
2
+ (1/T2)

2 γB1Meq (11.131)

である。

減衰振動子の強制振動 共振角振動数が ω0 で減衰定数が γ であるバネを角

振動数が ωで大きさが f1 の力で強制振動させているときの運動の方程式は

ẍ+ γẋ+ ω2
0x = f1 cosωt (11.132)

である。定常解は C cosωt + S sinωtを形をとり、運動の方程式に代入する

と、係数 C と S を決める方程式として(
ω2
0 − ω2 ωγ

−ωγ ω2
0 − ω2

)(
C

S

)
=

(
f1

0

)
(11.133)

を得る。ここで加える外力の角振動数 ωはバネの共鳴角周波数 ω0 に近いと

すると、

ω0 − ω ≪ ω のとき ω0 + ω ≈ 2ω (11.134)

と近似できるので、方程式は(
ω0 − ω γ/2

−γ/2 ω0 − ω

)(
C

S

)
=

1

2ω

(
f1

0

)
(11.135)



156 第 11章 密度行列

となり、解は

x =
(ω0 − ω) cosωt+ γ/2 sinωt

(ω0 − ω)
2
+ (γ/2)2

f1 (11.136)

である。

1/2スピンの振舞いと、古典的な振動子の振舞いが全く同じで同じ形の方

程式に従うことが分かる。系固有の共鳴角周波数 ω0は、量子力学系では、系

の定常状態として許される離散的な状態間のエネルギー差∆Eに対応する光

量子の角振動数 ∆E/~であり、古典力学系では、系の質量mと復元力 −kx
で決まる振動運動の角周波数

√
k/mである。原子の中の電子の電気双極子遷

移による光の吸収は、線形応答の範囲内では、原子の残りの部分にバネでつ

ながれた質量me、電荷−eの電子が光の電場で強制的に揺すられるというモ
デルで説明できる。バネにつながれた電子の共鳴周波数は、オレンジ色のナ

トリウムの D線 (589 nm)の場合、509 THz (5.09× 1014Hz)である。
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分子の幾何学的対称性、固体結晶の周期構造など、系の持つ対称性・周期

性が系の量子状態にどのように反映するのかを群論を手立てに理解したい。

系のエネルギー固有状態を表わす波動関数は、系の属する対称群の既約表現

の基底になっていること、同種粒子の交換対称性と、分子の幾何学的対称性

を復習したあと、一次元の周期構造について考える。

12.1 群論と量子力学

12.1.1 量子力学的演算子としての対称操作

対称操作 Rを波動関数 ψに施した結果得られる波動関数を Rψとする。

ψ −→ Rψ (12.1)

このとき対称操作Rは波動関数に作用して変換させるという意味で、位置や

運動量と同じく演算子である。対称操作 Rによって変換された波動関数 Rψ

の点 rにおける値は、対称操作Rにより rに移ってくる点 r0 = R−1rでの ψ

の値に等しい。

Rψ(r) = ψ
(
R−1r

)
(12.2)

対称操作としては、空間の反転、回転や並進、粒子座標の置換などが考えら

れるが、これらはいずれも二つの波動関数の内積を変えない。対称操作の演

算子Rは内積を不変に保つユニタリ演算子である。すなわち、波動関数 ψと

ϕの内積を

(ϕ, ψ) =

∫
ϕ∗ψdτ (12.3)

と書くことにすると、

(Rϕ,Rψ) = (ϕ, ψ) , R†R = 1 (12.4)

が成り立つ。

つぎに、量子力学的演算子 T の対称操作 Rによる変換を考える。T を R

で変換したものを T ′ と書くと、T ′ は

(ϕ, Tψ) = (Rϕ, T ′Rψ) (12.5)
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で定義される。つまり、変換前の波動関数 ψ、ϕを使って計算した T の行列

要素と、変換後の Rψ、Rϕを使って計算した T ′ の行列要素が一致すること

を要請する。一方、対称操作のユニタリ性 (式 12.4)から、

(Rϕ,RTψ) = (ϕ, Tψ) (12.6)

である。これら二つが任意の ψ、ϕについて成り立つ条件として、T ′R = RT

すなわち

T ′ = RTR−1 (12.7)

の関係を得る。

12.1.2 対称操作とHamiltonian

原子、分子、それらの集まった結晶など、量子力学に従う物理系の定常状

態を決める Schrödinger方程式は

HΨ = EΨ (12.8)

の形をとる。ハミルトニアンHも演算子であり、その右側にある系の波動関
数Ψに何らかの操作、演算を行う。もし波動関数Ψが固有関数であれば、H
による操作の結果はその系のエネルギーである固有値 Eを関数自身に掛けた

ものとなる。ここで、固有関数は規格化されているとする。

ハミルトン演算子は、系の古典的エネルギーの式から、運動量を微分演算

子で置き換えることで得られる。対称操作は、定義によって系内の粒子の配置

を元の配置と物理的に区別できない配置に移すことなので、系のエネルギー

は対称操作を行う前と後で同じでなくてはならない。したがって、系の対称

操作を施したとき、Hamiltonianは不変のはずである。

H = H′ = RHR−1 (12.9)

書き換えると

HR = RH (12.10)

すなわち、任意の対称操作の演算子 Rは Hamiltonianと可換である。

対称操作のつくる群、対称群の例をまとめておく。

• 置換群：複数個の同種粒子 (電子、水素原子核、重水素核など)から成

る系の Hamiltonianは、粒子がすべて同等であるから、同種粒子の置

換に対して不変である。n個の粒子の置換操作の集まりを n次の置換

群 Sn と呼ぶ。

• 点群：分子の中の核と電子が感じるポテンシャルは、原子配置 (分子の

形)を反映した対称性を持つ。したがってHamiltonianは、原子配列を

不変に保つ対称操作に対して不変である。このような対称操作の集ま

りを点群と呼ぶ。
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• 回転群：水素原子の電子のように、中心力場 V (r)の中の粒子のHamil-

tonianは原点周りの回転に対して不変である。回転操作の集まりを回

転群と呼ぶ。回転群も要素が無限にある、無限群である。

• 並進群：金属中の電子のように、結晶格子に広がった電子が感じるポテ
ンシャルは結晶と同じ周期を持つ。したがって、Hamiltonianは結晶の

周期の整数倍の並進に対して不変である。並進操作の集まりを並進群

と呼ぶ。要素が無限にある、無限群である。

12.1.3 エネルギー固有状態と対称群の既約表現

系のエネルギー固有関数は、その系が属する対称群の既約表現の基底になっ

ている。

まず、あるエネルギー固有値 Eiに一つの固有関数Ψiが対応しているとき

を考えよう。系の Schrödinger方程式の両辺に対称操作 Rを施すと、

RHΨi = REiΨi (12.11)

ところが Hamiltonianは対称操作と可換であったから

HRΨi = EiRΨi (12.12)

すなわち RΨi は固有関数そのものである。固有関数は規格化されているの

で、RΨi も規格化されている。したがって、

RΨi = exp(iθ(R))Ψi (12.13)

でなければならない。縮重していない固有値に属する波動関数 Ψi に、群の

操作Rを順々に施すことによって、一次元の表現 Γi(R)ができ上がる。この

表現は一次元であるから明らかに既約である。

いま述べた状況の他に、幾つかの固有関数が同じエネルギー固有値を持つ

ときがある。
HΨi1 = EiΨi1

HΨi2 = EiΨi2

...
...

HΨik = EiΨik

(12.14)

このときエネルギー Ei は k 重に縮重している、という。縮重している固有

値の場合、その固有関数の任意の線形結合もまた同じ固有値を与える固有状

態である。このときも、縮重のないときと同様、

HRΨil = EiRΨil (12.15)
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の関係が成り立つが、ここでの RΨil は Ψij の線形結合である。

RΨil =
k∑
j

Ψijrjl (12.16)

また別の対称操作 S についても同様の関係が成り立つ。

SΨij =

k∑
m

Ψimsmj (12.17)

ここで、Rに引き続き S を作用させると

SRΨil = S

k∑
j

Ψijrjl =

k∑
m

k∑
j

Ψimsmjrjl (12.18)

一方、Rと S の積の要素 T = SRについて考えてみると、

TΨil =
k∑
m

Ψimtml (12.19)

二つを比べると、

tml =
k∑
j

smjrjl (12.20)

と、行列 tが行列 sと rの積になっていることが分かる。すなわち、k 重に

縮重した固有値に対応する k個の固有関数の変換を表わす行列は、対称群の

k次の表現になっている。この表現は既約である場合と、可約である場合と

がある。系の対称性からの必然ではなく、幾つかの固有値が偶然縮重してい

るときには可約であり、固有関数の線型結合を取り直すことで既約表現の直

和に分解できる。

12.2 置換群と同種粒子

12.2.1 置換群

n個の等価な粒子の番号付けを入れ替える操作 (置換操作)の作る群を置換

群 Sn とよぶ。

二つのものの置き換え (ab)を互換という。全ての置換操作は互換の積で表

わされる。例えば

(123) = (23)(12) = (13)(23) = (12)(13)

である。互換の積としての表わし方は一意ではないが、必要な互換の数は決

まっており、偶数個の互換の積で表わされるものを偶置換、奇数個の互換の

積で表わされるものを奇置換という。置換群 Snは n!/2個ずつの偶置換と奇

置換からなる。たとえば
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S2 の偶置換は E、奇置換は (12)

S3 の偶置換は {E, (123), (132)}、奇置換は {(12), (23), (31)}

である。

12.2.2 同種粒子系が従う置換群の既約表現

置換群の一次元の表現は二つしかなく、それらは

S 全対称表現（恒等表現）

A 反対称表現（偶置換で 1、奇置換で −1）　

である。系が N 個の同種粒子を含むとき、その力学的状態は全対称 S であ

るか反対称 Aであるかのどちらかである。状態が全対称である粒子を Bose

粒子、反対称である粒子を Fermi粒子と呼ぶ。

12.3 点群と分子の電子状態

12.3.1 分子軌道

分子の中の電子を記述するに当たり、電子は互いに独立に一粒子状態を占

めているとするのが分子軌道法である。分子の中の一電子軌道である分子軌道

ψj(r)は、原子の中の一電子軌道である原子軌道 ϕi(r)の線形結合で表わす。

ψj(r) =
∑
i

cjiϕi(r) (12.21)

個々の分子軌道 ψj(r)は Schrödinger方程式

Hϕj(r) =
[
− ~2

2m
∇2 + V (r)

]
ψj(r) = ϵJψj(r) (12.22)

を満たす。V (r)は、個々の電子が分子内の核と他の電子から受ける平均ポテ

ンシャルを表わす。V (r)は分子と同じ対称性を持つので、Hamiltonian Hは
分子の対称操作 Rに対して不変である。

RH = HR (12.23)

したがって、Hamiltonianの固有関数である各分子軌道はそれぞれある既約

表現に属する。
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表 12.1: C6 の指標表
C6 E C6 C3 C2 C 2

3 C 5
6

Γ0 1 1 1 1 1 1

Γ±1

{
1

1

ϵ

ϵ−1

ϵ2

ϵ−2

−1

−1

ϵ−2

ϵ2
ϵ−1

ϵ

Γ±2

{
1

1

ϵ2

ϵ−2

ϵ4

ϵ−4

1

1

ϵ−4

ϵ4
ϵ−2

ϵ2

Γ3 1 −1 1 −1 1 −1

ϵ = exp (2πi/6)

12.4 ベンゼン

12.4.1 六回回転対称性

ベンゼン C6H6は平面正六角形の分子であり、60◦の回転対称性を持つ。π

軌道は各々の C原子あたり 1個の 2p軌道からつくられる。

ψk =
5∑

n=0

cnϕn (12.24)

ここで nは 0から 5までの炭素の番号である。

60◦回転の操作に基づいてつくられる回転群は C6と呼ばれ、六つの要素か

らなる。

C6 =
{
E,C6, C

2
6 , C

3
6 , C

4
6 , C

5
6

}
(12.25)

回転操作に関してC 6
6 = E

C 5
6 = C −1

6

C 2
6 = C3

C 4
6 = C −1

3

C 3
6 = C2

などの関係がある。C 6
6 = E であることに注目して、群 C6 の一次元表現を

つくってみよう。操作 C6 の指標 χ(C6)を αとおくと、

α = χ(C6), α6 = 1 (12.26)

から、可能な αは

ϵ−2, ϵ−1, ϵ0=1, ϵ1, ϵ2, ϵ3 ϵ = exp

(
2π

6
i

)
(12.27)

となる。ϵの冪の数を使って、一次元表現を Γ0、Γ±1、Γ±2、Γ3と名づける。

こうしてつくった指標表は表 12.1にまとめた。
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12.4.2 ベンゼンの π軌道

ある一次元表現 Γにおいて操作C6の指標 χ(C6)が αであるということは、

表現 Γに従う π軌道は、分子に C6の操作を施すと α倍になるということで

ある。ϵ2=−ϵ∗、ϵ3=−1に注意すると、6個の π軌道の固有関数は

Γk : ψk =
1√
6

5∑
n=0

exp

(
2πkn

6
i

)
ϕn k = −2, · · · , 2, 3 (12.28)

という形にまとめられる。規約表現 Γと固有関数 ψの添え字 kは、固有関数

の複素位相の波がベンゼン環を一周したときに何波長あるか、という「波数」

を表わしている1 。一般に複素数の波動関数 ψk は進行波を表わす。それは、

時間依存の Schrödinger方程式

i~
∂

∂t
Ψ = HΨ (12.29)

の解

Ψ = ψ exp

(
− iEt

~

)
(12.30)

に立ち返れば納得できる。ψ±k を時間を含めた形で書き表すと

Ψ±k =
1√
6

5∑
n=0

exp

[
2π

(
−E
h
t± k

n

6

)
i

]
ϕn (12.31)

となり、ψ1は時間とともに nが増える方向へ進み、ψ−1は時間とともに nが

減る方向へ進むことを表している。波数 kの正負の符号はベンゼン環の右回

りと左回りに対応しており等価なので、+k と −k とは常に二重縮退してい
る2。

6個の π軌道を決める Hückelの Hamiltoianは

H =



α β β

β α β

β α β

β α β

β α β

β β α


(12.32)

であり、固有エネルギーは

Γ0 : E0 = α+ 2β (12.33a)

Γ±1 : E±1 = α+ β (12.33b)

Γ±2 : E±2 = α− β (12.33c)

Γ3 : E3 = α− 2β (12.33d)
1ψ0、ψ±1、ψ±2、ψ3 は節の数がそれぞれ 0、2、4、6 個で、ベンゼン環を一周したとき波

の数が 0、1、2、3個であることが分かる。逆数を取って波長であらわすと、∞、1周、1/2周、
1/3 周となる。

2ψ+k と ψ−k は互いに複素共役なので、ψ+k ± ψ−k と線形結合をとって実部または虚部を
取り出すことで定在波の対に書き直すことができる。
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となる。環の炭素数が n（n偶数）の場合の一般式は

Γk : Ek = α＋ 2β cos

(
2πk

6

)
k = 0, 1, · · · , n/2 (12.34)

であり、固有エネルギーは一番低い k = 0と一番高い k = n/2を除いて二重

に縮退している。エネルギー順位の構造は上下対称になっており、中性分子

の場合その半分を n個の π 電子がエネルギーの低い k = 0から順に占める

（β は負）。

炭素数 nの直線状のポリエンは、原子 n個の一次元結晶に対応する。この

一次元鎖が閉じると Hamiltonian行列の左下隅と右上隅に βが入り、一次元

結晶に周期 nの周期境界条件を課したことになる。

12.5 並進群と運動量

12.5.1 無限小並進と運動量

物理系全体をベクトル tだけ変位させる操作を、変位 tの並進 T (t)であ

るとする。このとき並進操作 T (t)によって、位置 r− tにあった質点が rの

位置にやってくる。Rϕ(r) = ϕ′(r) = ϕ(R−1r)であったことを思い出すと、

T (t)は関数 ϕ(r)を

T (t)ϕ(r) = ϕ(r − t) (12.35)

に変換する。

無限小の量 ϵと単位ベクトル uを用いて uの向きの無限小の変位を ϵuと

表わすことにすると、無限小の並進 T (ϵu)の場合、点 (x, y, z)の近くで右辺

を Taylor展開し、ϵについて一次の項だけをとれば、

T (ϵu)ϕ(x, y, z) = ϕ(x− ϵu·ex, y − ϵu·ey, z − ϵu·ez)

≃ ϕ(x, y, z)− ϵu ·
(
ex
∂ϕ

∂x
+ ey

∂ϕ

∂y
+ ez

∂ϕ

∂z

)
=

(
1− i

~
ϵu · p

)
ϕ(x, y, z) (12.36)

最後の行では微分演算子 pの定義

p =
~
i

(
ex

∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z

)
(12.37)

をそのまま使っている。したがって、ベクトルu方向への無限小並進演算子は

T (ϵu) = 1− i

~
ϵu · p (12.38)

と表わされる。
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12.5.2 並進演算子

物理系を空間中でずらせるすべての操作は無限小並進の合成と見なすこと

ができる。無限小並進が運動量を使って表わされているから、有限並進の演

算子もすべて運動量の関数として表わされる。

並進 T (xu)を考える。これは単位ベクトル uの向きの並進の合成であり、

とくに

T (xu+ dxu) = T (dxu) T (xu) (12.39)

が成り立つ。T (dxu)に式 (12.38)を使うと、

T (xu+ dxu) =

(
1− i

~
dxu · p

)
T (xu)

すなわち、
d

du
T (xu) = − i

~
u · p T (xu) (12.40)

変位 0の並進は恒等操作である T (0) = 1という初期条件の下に、この微分

方程式を積分すると

T (xu) = exp

(
− i

~
xu · p

)
(12.41)

を得る。運動量 pを de Broglie波長 λ/pに対応する波数 k = 2π/λに書き換

えると、波数ベクトル kは k = p/~ゆえ、

T (t) = exp (−i t · k) (12.42)

となる。

12.6 一次元結晶の並進群

12.6.1 結晶を不変に保つ並進操作

x軸方向に並んだ格子定数 aの一次元格子を考える。この結晶を元の姿と区

別がつかない状態へ移す最小の並進操作は、対応する変位ベクトルをa = aex

とたとき T (a)であり、結晶を不変に保つ全ての並進操作は、

T (0), T (a), T (2a), T (3a), · · · (12.43a)

つまり

1, T (a), T (a)2, T (a)3, · · · (12.43b)

と表わされる。
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12.6.2 周期境界条件と巡回群

周期境界条件 系に周期境界条件を課す、というのは結晶や液体のように莫

大な数の粒子で構成される系を扱うときに用いられる手法で、粒子間距離に

比べて十分大きな距離離れたところでは同じ状況が繰返し現れるとしても系

の性質は損なわれない、という考えに基く。いまの場合、結晶中の電子の波

動関数 ψ(r) は十分大きな数 N 周期分隔てたところで同じ状況を繰り返す

ψ(r+Na) = ψ(r)とするもので、並進対称操作に課せられる周期境界条件は

T (Na) = T (a)N = 1 (12.44)

である。

巡回群 一般に N 乗すると単位元 (恒等元)になる元を位数 N の元という。

これを CN で表わすと、CN のべき乗から N 個の異なる元

CN , CN
2, CN

3, · · · , CN
N = 1

が生成される。これらは全て位数N の元であり、群をつくる。この群を位数

N の巡回群という。巡回群の既約表現は全て一次元である。一次元の既約表

現は N 個あり、それらの指標は N 個の 1の N 乗根 e2πi/N , e2×2πi/N , · · · ,
eN×2πi/N = 1である。N 個の整数mを使って書くと

χm

(
CN

)
= exp

(
2πm

N
i

)
, m = 0, 1, 2, · · · , N − 1 (12.45)

結晶の単位格子 aのN 倍の周期境界条件を課したとき、結晶の並進群 T (a)

は位数 N の巡回群であり、その指数は χm

(
CN

)
に一致する。

12.6.3 格子並進演算子の固有値・固有関数

結晶格子N 個隔てたところに周期境界条件を課したとき、格子ベクトル a

をもつ一次元結晶を不変に保つ並進操作の群は、位数 nの並進操作 T(a)か
ら生成される位数N の巡回群となる。この群の一次元指標 χm

(
T (a)

)
は、並

進演算子 T (a)の固有値に他ならない。

T(a)ψm(r) = χm ψm(r) m=0,1,2, · · ·, N−1 (12.46)

結晶中の電子のエネルギー固有関数は並進演算子 T (a) = exp(−ia·k)の固
有関数でもある。系のハミルトニアンHと T (a)の同時固有関数を ψE;m(r)

と書くと

HψE;m(r) = E ψE;m(r) (12.47a)

T(a)ψE;m(r) = χm ψE;m(r) (12.47b)
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二番目の式で並進操作の演算子と固有値を具体的に書いて比較すると、

exp
(
−ia·k

)
ψE;m(r) = exp

(
2πm

N
i

)
ψE;m(r) (12.48)

電子の波数 k（あるいは運動量 p = ~k）の量子化を示している。

a · k =
1

N
m m = 0, 1, 2, · · · , N − 1 (12.49)

12.6.4 逆格子

結晶における回折や反射など、波が関わる現象を扱うときには必ずといっ

ていいほど exp (ik·r)の形の位相因子が出てくる。その位相の中の波数ベク
トル kは (長さ)−1の次元を持つ。波数ベクトル kが属する逆空間の単位格子

ベクトルKは、実空間の単位格子ベクトル a = aexとの間に exp (a·K) = 1

すなわち a·K = 2πの関係にあるから、x軸方向の一次元では

K =
2π

a
ex (12.50)

と取ればよい。これを使って波数ベクトル kは

k = kK =
2π

a
kex (12.51)

と表わされ、波数ベクトル kに関する条件を示す式 (12.49)は

km =
m

N
K, m = 0, 1, 2, · · · , N − 1 (12.52)

と書き換えられる。

12.6.5 Blochの定理

系のエネルギー固有関数 ψE;km(r)が並進操作に対してどのような性質を

持つか調べよう。エネルギー固有関数は並進操作の同時固有関数であるから、

並進演算子 T (a) = exp(−ip·a/~~~)の固有値方程式

exp
(
−i p·a

~

)
ψE;km(r) = exp(ikm · a)ψE;km(r) (12.46)

を満たしている。一方、並進操作 T (a)の定義は

T (a)ψ(r) = ψ(r − a) (12.35)

であった。これを合わせると、

ψE;km(r − a) = exp(ikm · a)ψE;km(r) (12.53)
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となる。結晶中の電子のエネルギー固有関数の性質を表わすこの関係式は

Blochの定理として知られている。この関係式を満たす関数を Bloch関数と

呼ぶ。

Bloch関数は、結晶の周期を持った周期関数 ukm(r)を用いて

ψE;km(r − a) = exp (ikm · r)ukm(r) (12.54a)

ukm
(r − a) = ukm

(r) (12.54b)

の形に書くことができる。

12.7 回転群と角運動量

12.7.1 無限小回転と角運動量

物理系を z軸周りに x軸から y軸へ反時計回りの向きに角度 αだけ回転さ

せる操作を、z軸周りの角 αの回転Rz(α)であるとする。このとき回転操作

Rz(α)によって、x軸から反時計回りに角度 θ − αの位置にあった質点が角

度 θの位置にやってくる。Rϕ(r) = ϕ′(r) = ϕ(R−1r)であったことを思い出

すと、Rz(α)は関数 ϕ(x, y, z)を

Rz(α)ϕ(x, y, z) = ϕ(x cosα+ y sinα, y cosα− x sinα, z) (12.55)

に変換する。角 αが無限小角 ϵの場合、点 (x, y, z)の近くで右辺を Taylor展

開し、ϵについて一次の項だけをとれば、

Rz(ϵ)ϕ(x, y, z) ≃ ϕ(x+ ϵy, y − ϵx, z)

≃ ϕ(x, y, z) + ϵ

(
y
∂ϕ

∂x
− x

∂ϕ

∂y

)
=

(
1− i

~
ϵ lz

)
ϕ(x, y, z) (12.56)

最後の行では微分演算子 lz の定義

lz =
~
i

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
(12.57)

をそのまま使っている。したがって、z軸周りの無限小回転演算子は

Rz(ϵ) = 1− i

~
ϵ lz (12.58)

と表わされる。もっと一般に、u軸周りの無限小回転演算子は、全角運動量

lの軸 uに沿う成分 lu = l·uを使って

Ru(ϵ) = 1− i

~
ϵ lu (12.59)

と表わされる。
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12.7.2 回転演算子

すべての有限な回転は無限小回転の合成と見なすことができる。無限小回

転が角運動量を使って表わされているから、有限回転の演算子もすべて角運

動量の関数として表わされる。

回転Ru(ϕ)を考える。これは u軸周りの回転の合成であり、とくに

Ru(ϕ+ dϕ) = Ru(dϕ)Ru(ϕ) (12.60)

が成り立つ。Ru(dϕ)に式 (12.59)を使うと、

Ru(ϕ+ dϕ) =

(
1− i

~
lu dϕ

)
Ru(ϕ)

すなわち、
d

dϕ
Ru(ϕ) = − i

~
lu Ru(ϕ)

角度 0の回転は恒等操作であるRu(0) = 1という初期条件の下に、この微分

方程式を積分すると

Ru(ϕ) = exp

(
− i

~
ϕ lu

)
(12.61)

を得る。

12.8 回転の表現

等方的な系は原点周りの回転に関して不変である。回転を表わす演算子は

角運動量の成分を用いて書き表され、角運動量 lの 2l + 1個の球面調和関数

が回転の 2l + 1次元の既約表現の基底を張る。

12.8.1 角運動量演算子

極座標表示 (r、θ、ϕ)で角運動量 l = r× p = −i~(r×∇)の二乗、l2演算

子は

l2 = −~2
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
− ~2

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(12.62a)

lz 演算子は

lz =
~
i

∂

∂ϕ
(12.62b)

l2は二つの角度変数 (θ、ϕ)で表わされ、その中で lz は ϕだけで表わされる。

l2 と lz は交換し、l2 は lz と固有関数を共有する。
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12.8.2 球面調和関数

l2と lz の共通の固有関数は、球面調和関数 Y m
l (θ, ϕ)で表わされる。lは 0

以上の全ての整数、mは−lから+lまでの 2l+1個の整数値をとりうる。こ

れらに対して、

l2Y m
l (θ, ϕ) = l (l + 1) ~2Y m

l (θ, ϕ) (12.63a)

lzY
m
l (θ, ϕ) = m~Y m

l (θ, ϕ) (12.63b)

l = 0, 1, 2, · · · (12.64a)

m = −l, −l + 1, · · · , +l (12.64b)

である。l = 0と l = 1について、Y m
l (θ, ϕ)は

l = 0 : Y 0
0 (θ, ϕ) =

1√
4π

(12.65)

l = 1 : Y 0
1 (θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ (12.66)

Y ±1
1 (θ, ϕ) = ∓

√
3

8π
sin θ exp (±iπϕ) (12.67)

12.8.3 既約な回転不変部分空間

式 (12.61)によって、回転演算子は全角運動量の成分 lx、ly、lz の関数であ

ることが分かった。それゆえ、lが同じでmが違う 2l+ 1個の球面調和関数

の組は、回転によって同じ組の関数の線形結合に変換される。すなわち、lで

指定される 2l+ 1次元の球面調和関数の空間は回転によって不変である。こ

の空間の任意の関数から回転によって導き出される関数全体は 2l+ 1次元の

空間で閉じており、この空間全体を張る。つまり、この 2l + 1次元空間は回

転に対して既約である。

回転群は無限の要素を持つので既約表現も無限にあり、それらは l = 0, 1,

2, · · · に対応する。同じ lに属する 2l+1個の球面調和関数 Y m
l (θ, ϕ)は 2l+1

次元の既約表現の基底となる。

12.8.4 回転行列

Y m
l (θ, ϕ)を既約表現の基底にとったときの回転Rの表現行列D

(l)
m′m (R)は

RY m
l (θ, ϕ) =

l∑
m′=−l

Y m′

l (θ, ϕ)D
(l)
m′m(R) (12.68)

で定義される。
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例を幾つか見てみよう。l = 0の一次元の既約表現では Y 0
0 (θ, ϕ)は角度変

数に依存せず、回転に対して不変である。

D
(0)
00 (R) = 1 (12.69)

l = 1の三次元の既約表現では回転は 3行 3列の表現行列で表わされる。z軸

周りの角度 αの回転は、

D(1)(Rz(α)) =

 exp (−iα) 0 0

0 1 0

0 0 exp (+iα)

 (12.70)

y軸周りの角度 β の回転は

D(1)(Ry(β)) =



1

2
(1 + cosβ) −1

2

√
2 sinβ

1

2
(1− cosβ)

1

2

√
2 sinβ cosβ −1

2

√
2 sinβ

1

2
(1− cosβ)

1

2

√
2 sinβ

1

2
(1 + cosβ)


(12.71)

で表わされる。これらの式で、三つの行はm = +1, 0, −1の順に並べられて

いる。列に関しても同様。

12.8.5 (予定)スピン、半整数の角運動量

12.9 (予定)既約テンソル演算子とWigner-Eckart

の定理

12.10 付録：点群と分子の振動

12.10.1 分子振動

N 原子からなる分子の原子核の運動の自由度は全部で 3N 個ある。原子核

の運動は、分子全体の並進、分子全体の回転、分子内部の振動に分けられる。

分子全体の並進の自由度は 3である。分子全体の回転の自由度は、直線分子

で 2、非直線分子で 3である。直線分子では分子軸を規定するのに曲座標の角

度変数が thetaと phiの二つ必要であり、非直線分子では分子の配向を規定

するのに三つの Euler角が必要であることから理解できる。したがって、分

子の振動の自由度は直線分子で 3N − 5、非直線分子で 3N − 6である。

直線分子の例として、CO2を取り上げよう。今仮に、中心の炭素と左側の

酸素の間の距離を振動させたとする。そうすると、炭素は右側の酸素とも結
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合というバネで繋がっているので、やがて右側の酸素も振動を始める。つま

り、片側の酸素だけが振動している状態は定常状態ではなく、両方の酸素原子

が振動している状態が定常状態である。定常的な振動は二つあり、中心の炭

素に対して両側の酸素が対称的に伸縮するのが 1388 cm−1、波長で 7.21µm、

振動数で 4.16× 1013 Hzであり、半対称に伸縮するのが 2349 cm−1、波長で

4.26µm、振動数で 7.05× 1013 Hzである。この他に、二重縮退した変角があ

り、667 cm−1、波長で 15.0µm、振動数で 2.00× 1013 Hzである。このよう

に、定常的な振動のモードは全部で 4個あり、3原子直線分子の振動の自由

度の数に一致する。

12.10.2 分子振動と基準座標

分子の定常的な振動のモードを基準座標と呼ぶ。分子を構成する原子核が、

つりあい位置のまわりで微小振動する状況を、小さな変位

qkα = ukα − ukα,0 (12.72)

を使って考えよう。k = 1, 2, · · · , N は核につけた番号であり、核 kの α方向

(α = x, y, z)の座標 ukα = ukα,0 がつりあい位置で、そこからの小さな変位

が qkα である。qkα についての運動方程式は

mkq̈kα = −
∑
lβ

kkα,lβ qlβ k = 1, · · · , N ; α = x, y, z (12.73)

と表される。振動の振幅が小さい場合、ある座標の変位に関する復元力は、そ

の変位とその他の変位のそれぞれに比例することを表わしている。CO2の場

合、左側の酸素の結合距離に関する復元力は、自分自身と右側の酸素の結合

距離にも比例することに対応する。それぞれの力の定数が kkα,lβ で、Hooke

の法則の拡張になっている。

ここで、3N 個の変位 qkα の線形結合である基準座標 Qs を導入する。

Qs =
∑
kα

a
(s)
kαqkα s = 1, · · · , 3N (12.74)

このとき、基準座標 Qs に関わる全ての変位は

ukα(t) = Akα cos (ωst+ ϕ) (12.75)

のように同一の角振動数 ωsと位相 ϕで振動している。これに対応してQsの

運動方程式は

Q̈s + ω2
sQs = 0 s = 1, · · · , 3N (12.76)

であり、基準座標はそれぞれ独立に調和振動することが分かる。
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表 12.2: C2v の指標表
C2v E C2 σxz σyz

A1 1 1 1 1 z

A2 1 1 −1 −1 Rz

B1 1 −1 1 −1 x Ry

B2 1 −1 −1 1 y Rx

12.10.3 基準座標と点群

分子が何らかの対称性を備えているときにはその基準振動にも何らかの対

称性があるはずだろう。水分子 H2Oを例に見てみよう。3個の原子がそれぞ

れ自由度 3を持つから、自由度は全部で 3 × 3 = 9である。これから分子全

体の並進の自由度 3と分子全体の回転の自由度 3を除くと、分子振動の自由

度は 3である。これら三つの基準振動を示したのが図??である。全対称伸縮

モード ν1 は 3652 cm−1、波長 2.73µm、振動数 1.10× 1014 Hz、全対称変角

モード ν2は 1595 cm−1、波長 6.27µm、振動数 4.79× 1013 Hz、b1対称の伸

縮モード ν3は 3756 cm−1、波長 2.66µm、振動数 1.13× 1014 Hzである。各

モードは確かに水分子が属する点群 C2v の既約表現に対応している。二つの

a1モードは分子の対称性をこわさない、全対称モードである。このうち、ν2
モードは変角振動であり、他の二つの伸縮振動に比べてばね定数が小さく、振

動の周波数が低い。C2v の指標表を表 12.2に示す。

基準振動がこのように既約表現に属することは、以下のように理解できる。

基準座標 Qs は振動数 ωs で調和振動し、他の基準振動と結合しない。さて、

平衡構造にある分子を不変に保つ対称操作RをQsに施してみる。変換後の、

RQsによって表わされる変位は、もともとのQsで表わされる変位と幾何学

的に同等である。したがって、RQs も Qs と同じ振動数 ωs で振動するはず

である。ωsに縮重がなければ、両者は位相因子を除いて等しくなければなら

ない。ωsに縮重があれば、RQsは ωsに属する基準振動の一次結合でなけれ

ばならない。このようなことが、分子の属する点群の対称操作すべてについ

て成り立つ。これはつまり、Qsが分子の点群の既約表現の基底であることを

意味する。

さて、分子が与えられたとして、その分子の基準振動としてどんな既約表

現のものがあるかを知るにはどうしたらよいだろうか？基準座標Qsは 3N 個

の変位 qkα の一次結合である。それゆえ、Qs としてどのような既約表現の

ものが生ずるかを知るには、3N 個の変位 qkα が張る 3N 次元の表現の指標

χ(R)を求め、これを既約指標の和に分解すればよい。具体的に 3N 個の変位

の表現の指標を求める際には、対称操作によって動かない核の変位だけに注

目すればよい。操作を施したときに位置を変える核の変位は、他の核の変位



174 第 12章 対称性・周期性と量子状態

表 12.3: H2O分子の変位ベクトルが張る表現の指標
C2v E C2 σxz σyz

χ (R) 9 −1 3 1

χtrans 3 −1 1 1

χrot 3 −1 −1 −1

χvib 3 1 3 1

へと変換されて 3N 次元の表現行列には対角要素を与えないからである。

例として再び水分子H2Oを考えよう。変位ベクトルが張る表現の指標を求

めると、表 12.3の χ(R)ようになる。C2軸を z、分子面を xz面にとると、E、

σxz では三つの原子がすべて動かず、C2、σyz では酸素原子だけが動かない。

動かない原子の x、y、z三つの変位で作る 3次元表現の指標は、χ3(E) = 3、

χ3(C2) = −1、χ3(σxz) = 1、χ3(σyz) = 1である。こうして得られた χ(R)

を C2v の既約表現に分解すると

2A1 +B1 + trans (A1 +B1 +B2) + rot (A2 +B1 +B2) (12.77)

となる。並進の三成分 x、y、z と回転の三成分 Rx、Ry、Rz の既約指標は

C2v の指標表 12.2に与えられている。


