
2.5 双対定理

2.5.1 主問題と双対問題

標準形の問題：

目的関数： z = x1 + x2 + x3 → 最小化

制約条件： x1 + 2x2 + 3x3 = 5

2x1 + 5x2 + 4x3 = 12

x ≥ 0

に対して，別の変数 y1, y2とこれによって決定される wを

w = 5y1 + 12y2

と定めることにする．すると，x = (x1, x2, x3)が元の問題の実行可能解であれば，

(x1 + 2x2 + 3x3)y1 = 5y1

(2x1 + 5x2 + 4x3)y2 = 12y2

より

w = (y2 + 2y2)x1 + (2y1 + 5y2)x2 + (3y1 + 4y2)x3

となる．したがって y = (y1, y2)が

y2 + 2y2 ≤ 1

2y1 + 5y2 ≤ 1

3y1 + 4y2 ≤ 1

という条件を満たしていれば，全ての実行可能解 xに対して

w = (y2 + 2y2)x1 + (2y1 + 5y2)x2 + (3y1 + 4y2)x3 ≤ x1 + x2 + x3 = z

が成り立つ．これを図に表すと，次のようになる．

¢
¢

¢

¢
¢
¢実行可能な xに対する
zの取りうる範囲

条件を満たす yに対する
wの取りうる範囲

zの最小値

wの最大値
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ここで，次の問題を考える．

目的関数： w = 5y1 + 10y2 → 最大化

制約条件： y2 + 2y2 ≤ 1

2y1 + 5y2 ≤ 1

3y1 + 4y2 ≤ 1

すると，

元の問題の最小値 ≥新しい問題の最大値
が成り立つ．この様な関係にある新しい問題を といい，(D)と書く．こ

れに対して元の問題を といい，(P)と書く．(P)と (D)は常に図 2.3の関係を

満たしている．

¢
¢

¢

¢
¢
¢(P)の実行可能解における
zの取りうる範囲

(D)の実行可能解における
wの取りうる範囲

zの最小値

wの最大値

図 2.3: (P)と (D)の目的関数の関係

一般に，標準形：

目的関数： z = cTx → 最小化

制約条件： Ax = b

x ≥ 0

を主問題 (P)とすると，双対問題 (D)は

目的関数： w = bTy → 最大化

制約条件： ATy ≤ c

となる．

定理 2.1 双対問題のそのまた双対問題は，主問題に等しい．

証明： 標準形の問題，

目的関数： z = cTx → 最小化

制約条件： Ax = b

x ≥ 0
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を主問題とすると，双対問題は

目的関数： w = → 最大化

制約条件：

となる．これを標準形に直す．まず，非負条件がないので各変数を 2つにわける．

y = y1 − y2, y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

すると，

目的関数： → 最大化

制約条件：

スラック変数 y3を導入して，

目的関数： → 最大化

制約条件：

目的関数を最小化にすると，

目的関数： → 最小化

変数ベクトルを y′ = (y1,y2,y3)T とすると，費用ベクトル c′, 係数行列A′，右辺ベクト

ル b′はそれぞれ

c′ = (−bT |bT |0)T ,

A′ = (AT | −AT |E),

b′ = c

となる．この問題の双対問題（つまり，元の問題の双対の双対問題）は，

目的関数： w′ = (b′)Ty′ → 最大化

制約条件： (A′)Ty′ ≤ c′

であるから，上式を代入すると

目的関数： w′ = cTy′ → 最大化

制約条件：




A

−A

E


y′ ≤



−b

b

0



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が得られる．制約条件の式は，

Ay′ ≤ −b, −Ay′ ≤ b, Ey′(= y′) ≤ 0

を意味しているから，

A(−y′) ≥ b, A(−y′) ≤ b, −y′ ≥ 0

となり，結局

目的関数： −w′ = cT (−y′) → 最小化

制約条件： A(−y′) = b

−y′ ≥ 0

となる．これは，x = −y′, z = −w′ とすれば主問題そのものである． Q.E.D.

2.5.2 双対定理

図 2.3より，主問題と双対問題の間には次の関係があることがわかる．

定理 2.2 (弱双対定理) xを主問題 (P)の実行可能解，yを双対問題 (D)の実行可能解と

すると，

bTy ≤ cTx.

定理 2.3 (P)が非有界ならば，(D)は実行可能解を持たない．（逆も同様）

定理 2.4 (P)のある一つの実行可能解 x∗と (D)のある一つの実行可能解 y∗が

cTx∗ = bTy∗

を満たしているならば，これらはそれぞれ (P)と (D)の最適解である．

さらに，次の定理が証明できる．

定理 2.5 (双対定理) (P)が最適解を持つならば (D)も最適解を持ち，(P)における zの

最小値と (D)における wの最大値は等しい．

証明： x̄を (P)の最適基底解，z̄を zの最小値としよう．x̄を基底変数 x̄B と非基底変数

x̄N に分けて x̄ = (x̄B|x̄N )T とし，係数行列と費用ベクトルも基底部分と非基底部分に分

けてA = (B|N), c = (cB|cN )T とすると，2.3節より，

x̄B = B−1b (2.2)

z̄ = cT
BB−1b (2.3)

0 ≤ cT
N − cT

BB−1N (2.4)
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が満たされている．

まず，(D)が実行可能解を持つことを示す．ȳを

ȳT = cT
BB−1

と定義する．すると，

ȳTB = cT
B,

BT ȳ = cB.

また，式 (2.4)より

0 ≤ cT
N − ȳTN,

NT ȳ ≤ cN .

したがって，

AT ȳ =


 BT

NT


 ȳ ≤


 cB

cN


 = c

より，ȳは (D)の制約条件を満たしており，(P)は実行可能解 ȳ が存在することがわかる．

次に，式 (2.3)より

z̄ = ȳTb = bT ȳ

であり，これは解ベクトル ȳにおける目的関数の値となっている．したがって，定理 2.4

より ȳは (D)の最適解であり，(D)の目的関数の最大値は (P)の目的関数の最小値 z̄と等

しい． Q.E.D.

以上をまとめると次のようになる．

主問題

実行可能解が存在しない

実行可能




最適解あり

非有界

双対問題

実行可能解が存在しない

最適解あり

非有界



 実行可能

2.5.3 双対定理の応用

はじめに，双対問題の意味を考えてみよう．
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(P)として，問題 2.1にあるような輸送問題を考える．工場Aiにおける生産量を ai，取

引先 Bj の注文量を bj，Aiと Bj 間の輸送コストを cij とすると，この問題は標準形：

目的関数：
∑

i,j

cijxij → 最小化

制約条件： x11 + x12 + x13 = a1

x21 + x22 + x23 = a2

x11 + x21 = b1

x12 + x22 = b2

x13 + x23 = b3

x11, x12, . . . , x23 ≥ 0

と書ける．この問題の双対問題 (D)は，

目的関数： a1y1 + a2y2 + b1y
′
1 + b2y

′
2 + b3y

′
3 → 最大化

制約条件： y1 + y′1 ≤ c11, y2 + y′1 ≤ c21

y1 + y′2 ≤ c12, y2 + y′2 ≤ c22

y1 + y′3 ≤ c13, y2 + y′3 ≤ c23

となる．この問題は，実は次に示すような問題を表している．

輸送問題を考えている会社（ここでは P社とする）から，輸送部門を下請けしようとし

ている会社（こちらをD社とする）を考えよう．D社は，P社の各工場Aiで生産した製

品を１単位あたり yi(円）で引き取り，各取引先Bjで１単位あたり y′j(円)で引き渡す契約

をしたい．D社が解くべき問題は，総利益

w =

を最大化するための yi, y
′
j を決定することである．一方，P社としては，自前で Ai から

Bj まで輸送した場合にかかるコストが製品１単位あたり cij 円で，D社に下請けに出した

場合には１単位あたり (yi + y′j)円かかるのであるから，

yi + y′j ≤ cij

でなければ取引には応じない．したがって，上記の制約条件が必要となる．

さて，P社は現在，問題 (P)の最適解に基づいて最適な輸送を行っているとしよう．し

たがって，最適な基底が選ばれていて，現在の総輸送コストは

z̄ = cT
BB−1b,
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また，最適条件より

cT
N − cT

BB−1N ≥ 0

が成立している．また，双対問題 (D)の最適解を ȳ = (cT
BB−1)T とすると，

z̄ = (ȳ)Tb

と書ける．

ここで，取引先A1からの注文量が δ増えることに伴い，工場A1またはA2に設備投資を

し，生産量を δ増やすことを考えよう．投資後の輸送問題の目的関数は (P)の目的関数と等し

い，つまり，費用ベクトルは同じであるので，基底の最適条件は投資前と同じ．したがって，

同じ基底が投資後の問題の最適な基底ともなっている．したがってBも同じ．したがって，投

資後の輸送問題の最適値（最小輸送コスト）は，工場A1に投資した場合には e1 =

を用いて

z̄′ = cT
BB−1(b + δe1) = z̄ + δ(ȳ′1 + ȳ1)

と書け，工場A2に投資した場合は e2 = を用いて

z̄′ = cT
BB−1(b + δe2) = z̄ + δ(ȳ′1 + ȳ2)

となり，それぞれ δ(ȳ′1 + ȳi)だけコストが増えることになる．したがって，ȳiが小さい工

場Aiに設備投資をしたほうが，輸送コストの増分を小さく抑えることができる．

このように，双対問題の最適解を用いることによって，システムの変動が目的関数にど

のような影響を与えるかを解析することができる（感度分析）．

[課題 2.10] 上の問題で，3つの取引先がそれぞれ注文量を δ増やしたいと要求してきた

としよう．どれか１つの取引先だけを δ増やすとするとき，どの取引先の注文量増加に応

じたらよいだろうか？
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2.6 まとめ

線形計画問題の解法¶ ³

定式化

⇓
標準形に変形：(a) 目的関数を (−1)倍する，

(b)スラック変数を導入して不等式制約条件式を

等式制約条件式と非負条件に置き換える，

(c) 非負条件のない変数は２つの非負条件付変数の

差に置き換える，
⇓

標準形：目的関数 cTx →最小化
制約条件 Ax = b

x ≥ 0
⇓

初期基底解：人為変数の導入して補助問題を作る，

補助問題をシンプレックス法で解く，

人為変数を除いて初期基底解を得る，
⇓

シンプレックス法：基底解が最適であるか判定，

ピボット列・行の決定，ピボット操作
µ ´

双対定理¶ ³

双対問題：

(P)





目的関数： z = cTx → 最小化

制約条件： Ax = b

x ≥ 0

(D)




目的関数： w = bTy → 最大化

制約条件： ATy ≤ c

双対定理:

主問題 (P)

実行可能解が存在しない

実行可能




最適解あり

非有界

双対問題 (D)

実行可能解が存在しない

最適解あり

非有界



 実行可能

z∗ = w∗

³³³³³³PPPPPP

µ ´
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