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5.フーリエ変換の性質 
5.1 代表的な関数のフーリエ変換 

(1)δ関数 
δ関数は次の性質をもつ関数として定義される。 

(i) ( )
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tδ                                                                          (5.1) 

(ii) 1)( =�
∞

∞−
dttδ                                                                                (5.2) 

(iii)任意の関数 )(tf に対して次の関係が成り立つ。 

)0()()( fdtttf =�
∞

∞−
δ                                                                   (5.3) 

)()( tt δδ =− であるからδ関数は偶関数である。 
δ関数のフーリエ変換は次のように求まる。 

1)()( 0 === �
∞

∞−

− edtetF tjωδω                                                          (5.4) 

すなわち、δ関数のスペクトルは－∞から∞に広がり、かつ振幅はωによらず一定である。 
幅 a2 、振幅Eの単一矩形パルスで 12 =aE を保ったまま 0→a とした極限がδ関数と一致する。単一
矩形パルス(幅 a2 、振幅E )のフーリエ変換は 

ω
ωω

a
aaEF sin2)( =                                                                          (5.5) 

で与えられるので、 12 =aE で 0→a とすると 1sin →
ω

ω
a

a
であるから 1)( =ωF となり、確かに上記の

結果と一致する。 
一方、 1)( =ωF のフーリエ逆変換はδ関数に一致するはずであるので、 
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と表現される。 
 
(2)直流 Etf =)(  

)(2)( ωδπω ω EdtEeF tj == �
∞

∞−

−                                                        (5.7) 

 
5.2 フーリエ変換の性質 
関数 )(tf をフーリエ変換により )(ωF を求めることを、 [ ])()( tfF F=ω と書くことにする。フーリエ

変換では次の関係(性質)が成り立つ。 
(1)線形性 

[ ] [ ] [ ])()()()( 2121 tftftftf FFF βαβα +=+                                            (5.8) 
(2)原関数の移動 

[ ] ( ) [ ])(exp)( tfjtf FF ωττ −=−                                                          (5.9) 
(3)像関数の移動 
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( )[ ] )()(exp kFtfjkt +=− ωF                                                               (5.10) 
(4)時間軸の拡大 
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Atf ω1)(F                                                                             (5.11) 

(5)時間微分 

[ ] ( ) [ ])()()( tfjtf nn FF ω=                                                                      (5.12) 

(6)対称性 
[ ] ))( ωπf(-2F =tF                                                                                  (5.13) 

 
5.3 畳み込み関数とそのフーリエ変換 
 次の積分演算を Convolution(畳み込み)という。 

τττ dtfftf �
∞

∞−
−= )()()( 21                                                                  (5.14) 

)(tf を二つの関数 )(1 tf と )(2 tf の畳み込み関数と呼び、 21 fff ∗= で表す。 
畳み込み関数のフーリエ変換は、次のように二つの関数のフーリエ変換の積に等しい。 
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すなわち、 
)()(][ 2121 ωω FFff =∗F                                                                      (5.15) 

 
5.4 Parsevalの等式 

dttfdF ��
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= 22 )(2)( πωω                                                           (5.16) 

[証明] 
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FFtftf ∗=F  

すなわち、 
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において、ω=0とおくと、 
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ここで、 *)()(2 tgtf = とすると、 
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したがって、次の式が成り立つ 

dttgtfdGF ��
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= *)()(2*)()( πωωω                                                                (5.18) 

ここで、特に )()( tftg = とすれば、次の Parsevalの等式が成り立つ。 

dttfdF ��
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= 22 )(2)( πωω     

 
―――Parsevalの等式の物理的な意味――― 

)(tf を 1Ωの抵抗の両端の電圧とすれば、 dttf�
∞

∞−

2)( は 1Ωの抵抗が消費する全電力を表す。 

これが ω
π
ω

d
F

�
∞

∞− 2
)( 2

に等しいということは、
π
ω

2
)( 2F
がωにおけるスペクトル成分に含まれるエネルギ

ー密度を表しているということを意味する。 

 
5.5 時間波形と周波数スペクトルの双対性 

時間関数 )(tf をフーリエ変換するとスペクトル密度 )(ωF が得られる。すなわち、 )()]([ ωFtf =F 、

)]([)( ωFtf -1F= であるから、時間領域と周波数領域の間には双対関係が存在する。 

双対関係の例として、次のことがあげられる。 
・時間軸上の 1点でのみ非零の値をもつ関数はδ関数であり、その周波数スペクトルは－∞から∞の周
波数軸上で一定値 1をもつ。 

・一つの周波数成分だけをもつ関数は正弦関数もしくは直流であり、その周波数スペクトルは )(ωδ で

ある。このような関数は、時間軸上では－∞から∞で一定の振幅をもつ。 
 

5.6 その他 
フーリエ変換の結果に負の周波数ωが含まれることにとまどいを感じるかも知れない。 )(tf が実関数

の場合には、式(4.2)から次の関係が成り立つ。 

*)()()( ωω ω FdtetfF tj ==− �
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このとき、フーリエ逆変換で )(ωF から )(tf を求めると、次のようになる。 
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すなわち、実関数 )(tf を得るためには、正の周波数の正弦波 tje ω 成分だけでよいことがわかる。 


