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畳み込み畳み込み

確率変数 が独立で，それぞれの確率（密度）
関数が の場合を考える

それらの和 の確率（密度）関数は次
式で与えられる

関数 から関数 を作る操作を畳み
込み(convolution)といい，次式で表す
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畳み込みの例畳み込みの例

さいころ１の出る目

さいころ２の出る目

二つのさいころの出る目の和
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畳み込みと積率母関数畳み込みと積率母関数

畳み込みの積率母関数は，もとの積率母関数の積

証明：
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再生性再生性

同じ種類の確率分布同士の畳み込みの結果が
再び同じ種類の確率分布になるとき，この確率
分布族は再生的(reproductive)であるという
再生的な確率分布族の例：

二項分布，ポアソン分布，幾何分布，負の二項

分布，正規分布，指数分布，ガンマ分布など

sugi
Rectangle
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正規分布の再生性正規分布の再生性

正規分布の再生性の証明： 正規分布の積率母関数は

従って

このことから， が独立で

のとき， は



2202次元正規分布2次元正規分布
：2次元ベクトル
：2次元正値対称行列

期待値：

分散共分散行列：



2212次元正規分布（続き）2次元正規分布（続き）
が確率密度関数であることの証明

は明らか

以下， を証明する．

そのために，まず正値対称行列 には平方根行列
が存在することを示す．固有値分解により，

と表すことができる．但し， は固有値で

はそれに対応する固有ベクトルである．

正値行列の固有値は全て正なので，その平方根は常

に存在する．



2222次元正規分布（続き）2次元正規分布（続き）
よって，

ここで，

と変数変換すれば



2232次元正規分布 (続き）2次元正規分布 (続き）
期待値の証明：

と変数変換すれば， は独立に標準正規分布に従う

（前頁の証明参照）．従って

より

分散共分散行列の証明は宿題！
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２次元正規分布の例２次元正規分布の例
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一般の多次元正規分布一般の多次元正規分布

： 次元ベクトル

： 次元正値対称行列

期待値：

分散共分散行列：
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多次元正規分布の特別な場合多次元正規分布の特別な場合

共分散がゼロ（即ち ）のとき

さらに分散が等しい（即ち ）のとき

： を対角成分に持つ対角行列

：単位行列
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小レポート小レポート

1. 2次元正規分布

の分散共分散行列が

で与えられることを証明せよ．
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小レポート（続き）小レポート（続き）

2. Octaveなどを使い，2次元正規分布の確率密度
関数のグラフ（3次元）を作成せよ．そして，分散
共分散行列をいろいろと変化させ，正規分布の
形がどのように変化するか調べよ．

ヒント：共分散行列の固有方程式

を解き を固有値分解せよ
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連絡事項連絡事項

来週（6月30日）は休講！
宿題の締め切りは次回の講義（7月7日）の最初


