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3.2 回路の定常波応答 
(1) 回路の線形性 
右図の R-C 直列回路を流れる電流を iとすると、インダクタンス

Lの両端の電圧vと電流 iの関係は次の式で表される。 

)()( ti
dt
dLtv =  

電圧の関係から、 

)()()()()( ti
dt
dLtRitvtRitvi +=+=  

すなわち、 

)()()( tvtRiti
dt
dL i=+                                                                    (3.10) 

ここで、 )(tvi を入力、 )(ti を応答と考え、入力と応答の関係が線形であるかどうかを考えてみる。 
入力 )(tv ni を与えた場合の応答を )(tin とすると、 

)()()( tvtRiti
dt
dL ninn =+  

が成り立つ。 ),,3,2,1(  Nnan �= を任意の係数とすると、全てのnについて 

)()()( tvatRiti
dt
dLa ninnnn =�

�

�
�
�

� +  

が成り立つので、次のように変形することができる。 
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111

)()()(                                       (3.11) 

したがって、入力�
=

N

n
nin tva

1
)( に対する応答は�

=

N

n
nn tia

1
)( となる。 

つまり、線形システムの定義により、この回路は線形システムであるといえる。 
 
(2)回路と複素指数関数表示 
 回路の入力 )(tvi が cos関数の場合、式(3.2)の微分方程式は簡単に解くことができ、これに対する応答

)(ti を容易に求めることができる。（sin関数であっても初期位相を適当に与えれば cos関数で現され
る）。応答 )(ti を求める一つの方法として、cos関数をそのまま用いるのではなく、複素指数関数表示を
用いる。すなわち、 

[ ]tj
i VetVtv ωθω Re)cos()( =+=                                                             (3.12) 

と考える。ただし、θは複素数V の偏角 [ ]Varg=θ である。 

式(3.10)に、 [ ]tj
i Vetv ωRe)( = 、 [ ]tjIeti ωRe)( = を代入して整理すると次の式を得る。 

[ ] [ ] [ ] 0ReReRe =−+ tjtjtj VeIeRIe
dt
dL ωωω                                               (3.13) 
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ここで、微分演算の部分を考えてみる。微分の定義に従って演算を実行すると次のようになる。 

[ ] ( ) ( )ϕωωϕωω +−=+= tItI
dt
dIe

dt
d tj sincosRe                                  (3.14) 

一方、まず微分演算を行い、その後に結果の実部をとることにすると、次のようになる。 

[ ] [ ]
( ) ( )( )[ ] ( )ϕωωϕωϕωω

ωω ϕωωωω

+−=+++=

==��
�

��

�=��
�

��

� +

tItjtIj

eIjIeje
dt
dIIe

dt
d tjtjtjtj

sinsincosRe

ReReReRe
               (3.15) 

式(3.14)と(3.15)は等しい結果を与える。すなわち、微分演算と実数部をとるという操作は順番を入れ替
えてもよい。 
 
式(3.13)にこのことを用いて、 L、Rが実数であることに注意すると、次のようにまとめることがで
きる。ただし、複素数V や I は時間によらず一定 (定常的) であることに注意する。 

0Re =��
�

��

� −+ tjtjtj VeRIeIe
dt
dL ωωω  

[ ] 0Re =−+ tjtjtj VeRIeLIej ωωωω  

( )[ ] 0Re =−+ tjeVRILIj ωω                                                                      (3,16) 

複素数V や I は時間によらず一定であるから、式(3.16)が時刻 tによらずいつも成り立つためには次の関
係式が成り立たなくてはいけない。 

0=−+ VRILIjω  
つまり、 

V
LjR

I
ω+

= 1                                                                                           (3.17) 

したがって、応答(電流 )(ti )は次のようにして求まる。 

[ ]
( ) ( )

( )[ ]ϕθωωϕωω

ωωω
++
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=
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LR

V
Vee

LR
Ve

LjR
Ieti Re1Re1ReRe)(

2222
 

( )
( )ϕθω

ω
++

+
=∴ t

LR

V
ti cos)(

22
                                                        (3.18) 

ここで、
R
Lωϕ 1tan−−= である。 

 

式(3.12)の入力(電圧) )cos()( θω += tVtvi と、これに対する回路の応答
( )

( )ϕθω
ω

++
+

= t
LR

V
ti cos)(

22

を比べると、次のことがわかる。 

・応答の大きさ(振幅)は入力振幅と
( )22

1

LR ω+
の積で決まる。 
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―――>
( )22

1

LR ω+
は複素数

V
I
の大きさ 

・応答の位相と入力の位相を比較すると
R
Lωϕ 1tan−−= だけ変化している。 

    ―――>
R
Lωϕ 1tan−−= は複素数

V
I
の偏角 

つまり、
V
I
を求めると、回路の定常的な応答(電流 )(ti )と入力(電圧 )(tvi )の関係が分かる。

V
IjK =)( ω

をこの場合の伝達関数(応答と入力の関係を結びつける関数)ということができる。ここで、 )( ωjK はω
の関数であることに注意する。 
 
(3)任意の周期波に対する回路の応答 
さて、回路が線形システムであることが示されている。また、任意の周期関数はフーリエ級数によっ

て式(3.7)のように展開されることも分かっている。とすると、任意の周期波 )(tvi を入力として与えた

場合の応答は、次のように考えれば求めることができる。 
(i)入力をフーリエ級数によって正弦関数で展開 
入力は実関数で与えられるので、次のように表すことができる。 

[ ]�
∞

=

+=
1

0 Re2)(
n

tjn
ni ecctv ω                                                                      (3.19) 

(ii) 展開された正弦関数ごとに応答を求める 

回路の応答は、伝達関数 )( ωjK を用いて正弦関数の周波数成分 [ ]tjn
nec ωRe ごとに [ ]tjn

n ejKc ωω)(Re

で与えられる。 
(iii)各周波数成分の応答の和を求める 

回路の線形性により、入力 [ ]�
∞

=

+=
1

0 Re2)(
n

tjn
ni ecctv ω に対する応答は、各周波数成分に対する応答の

線形和で与えられるから、次のようになる。 

[ ]�
∞

=

+=
1

0 )(Re2)0()(
n

tjn
n ejKcjKcti ωω                                                    (3.20) 
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4.フーリエ変換の基礎 
4.1 フーリエ変換の定義 

周期関数 )(tf のフーリエ級数の複素表現を考える。展開係数 ττπτ d
T

jnf
T

c
T

Tn �− �
�

�
�
�

�−= 2

2

2exp)(1 を式

(3.7)の級数表現に代入すると、次のようになる。 
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� �
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ここで
T

nnn
πωω 2== とすると、

π
ωω

π
ωω

π
ω

π
ω

π
ω

22
)1(

222
1 1 nnn nn

n
n

nT
−=−+==== + となる。 

すなわち、 

( ) ( )( )� �
∞

−∞= −
+ −−=

n

T

T nnn dtjftf ττωτωω
π

2

2
1 exp)(

2
1)(                    (4.1) 

ここで、 ∞→T （周期∞）の極限、すなわち孤立波(非周期関数)を考えると、 01 →=−+ ωωω dnn とな

るから、 nω は離散的な変数から連続変数ωになる。また、それにつれて �
∞

−∞=n
は積分で置き換えられ、

次のようになる。 
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すなわち、 

dtetfdefF tjj
��

∞

∞−

−∞

∞−

− == ωωτ ττω )()()(                                   (4.2) 

とおけば、関数 )(tf は次のように表される。 

ωω
π

ω deFtf tj
�

∞

∞−
= )(

2
1)(                                                           (4.3) 

式(4.2)で与えられる )(ωF を )(tf のフーリエ変換とよぶ。また、式(4.3)はフーリエ逆変換とよぶ。式(4.3)

の意味を考えると、 )(tf は周波数ωの正弦波 tje ω を、振幅 ωω dF )( だけ含む関数であることを表してい

る。その意味で、 )(ωF を )(tf のスペクトル密度と呼ぶこともある。 
[注意] 
フーリエ変換の定義には次のようなものもある。 
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