
8 第8回

8.1 べき表現の続き

GF (pm)の元が原始元 βのべき表現で表されている場合、乗算は βpm−1 = 1で
あることを用いて

βi · βj = βRpm−1[i+j]

によって簡単に行える。また、βiの乗法逆元は βpm−1−iで与えられる。なぜなら

βi · βpm−1−i = βpm−1 = 1

例 GF (4) = {0, 1, α, α + 1}において α + 1 = α2なので、

(α + 1) · (α + 1) = α2 · α2 = α4 = α

8.2 標数

有限体 F の零元を 0、(乗法)単位元を 1とする。さて、単位元 1 を n個加えた
結果を nとすれば

n = 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n個

であり、F は要素数が有限なので

1, 2, 3, · · · , n, · · ·

が全て異なることはない。すなわち

m = n = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m個

= 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n個

が成り立つ自然数m,n (0 < m < n)が存在する。この式の両辺に−1(1の加法逆
元)をm個加えると

1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n−m個

= n − m = 0

が得られる。ここで、n − m = 0となる最小の自然数 n − m = d0を体 F の「標
数」という。
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例 GF (22) = {0, 1, α, α + 1}の標数は、1 + 1 = 0から 2である。GF (5) =

{0, 1, 2, 3, 4}の標数は、1+1 = 2, 1+1+1 = 3, 1+1+1+1 = 4, 1+1+1+1+1 = 0

から 5である。

補題 2 有限体 F の標数 d0は素数である。

証明 標数 d0が合成数であったとして矛盾を示す。d0 = d1d2 (d1 > 1, d2 > 1)と
すれば、分配則から

0 = d0 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
d0

= (1 + 1 + · · · + 1)︸ ︷︷ ︸
d1

· (1 + 1 + · · · + 1)︸ ︷︷ ︸
d2

= d1 · d2

が得られる。両辺に (d2)
−1を乗じれば

0 = d1 · d2 · (d2)
−1 = d1

となる。d1 < d0なので、d0を標数とした仮定に矛盾する。

8.3 最小多項式

GF (pm)の元 βに対し、m(β) = 0となるGF (p)上の最小次数のモニック多項式
m(x)を βのGF (p)上の最小多項式という。

定理 19 ∀β ∈ GF (pm)に対して βのGF (p)上の最小多項式は一意に存在する。

証明 GF (pm)の任意の元は、多項式 f(x) = x(xpm−1−1)の根である。また、f(x)

は

f(x) = x(xpm−1 − 1) = m1(x)m2(x) · · ·mL(x)

と一意的に因数分解される。但し、ml(x) (l = 1, 2, · · · , L)はGF (p)上の素多項式
である。βは f(x)の単根であるので、m1(x) ∼ mL(x)のいずれか 1つの多項式の
根でなければならない。従って、ある lについてml(x) = 0が成り立つ。ml(x)は
素多項式なので、最小多項式である。　
他方、β を根とする最小次数のモニック多項式が 2つ存在したとし、それらを

m1(x) �= m2(x)とすれば

m(x) = m1(x) − m2(x)
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もまた βを根として有し、

deg m(x) < deg m1(x) = deg m2(x)

となる。これは、次数の最小性に矛盾する。従って、m1(x) = m2(x)でなければ
ならない。

例 p(x) = x3+x+1の根の 1つαによって作られるGF (23)において、αのGF (2)

上の最小多項式を求めよう。

x(x7 − 1) = x(x + 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1)

= x(x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1)

=

p(x)

従って、αの最小多項式は x3 + x + 1である。一方、(α + 1)のGF (2)上の最小多
項式の候補は、x3 + x + 1と x3 + x2 + 1であり、代入して計算を行うと

(α + 1)3 + (α + 1) + 1 = (α3 + α2 + α + 1) + (α + 1) + 1

= α3 + α2 + 1

= α + 1 + α2 + 1 = α + α2

(α + 1)3 + (α + 1)2 + 1 = (α3 + α2 + α + 1) + α2 + 1 + 1

= α3 + α + 1 = 0

が得られる。従って、(α + 1)の最小多項式は x3 + x2 + 1である。

8.4 線形符号

[定義] F を体とするとき、V = F nの線形部分空間Cを線形符号という。Cの次
元を kとし、Cの基底を {e1, e2, · · · , ek} とする。このとき、　

G =

⎡
⎢⎢⎢⎣

e1

e2

...

ek

⎤
⎥⎥⎥⎦ (eiは行ベクトル)

を生成行列という。また

C =
{

(i1, i2, · · · , ik)G
∣∣∣ (i1, i2, · · · , ik) ∈ F k

}
と書け、Cの要素を符号語という。
この定義から直ちに、v1 = i1G,v2 = i2G ならば、∀α, β ∈ F に対し

αv1 + βv2 = (αii + βi2)G ∈ C

が成り立つ。すなわち、線形符号の符号語の線形結合もまた符号語となっている。
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[定義](ハミング重み) ベクトル v ∈ F nのハミング重みW H(v)は v中の非零の
要素数に等しい。すなわち

W H(v) = DH(v, 0) 0 :零ベクトル

である。但し、DH はハミング距離を表す。

[定義] 線形符号Cの最小距離 dは

d = min
v∈C
v �=0

WH(v)

を満足する。すなわち、線形符号の最小距離は非零の符号語の最小ハミング重み
に等しい。

証明

d = min
vi,vj∈C
vi �=vj

DH(vi, vj)

= min
vi �=vj

DH(vi − vj , 0)

= min
vi �=vj

WH(vi − vj)

ここで、vi − vj = w ∈ Cであり、vjを固定したとき{
w = vi − vj

∣∣ ∀vi ∈ C, vi �= vj

}
=
{
w ∈ C

∣∣ w �= 0
}

が成り立つので、

d = min
w∈C
w �=0

WH(w)

が得られる。

例 生成行列

G =

[
1110

0111

]

によって定まるGF (2)上の線形符号Cを考える。このとき、Cの符号語は

C = {(0000), (1110), (0111), (1001)}

なので、最小距離は 2となる。
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