
7 第7回
pを素数とするとき、GF (p)上のm − 1次以下の多項式の集合に対し、m次の

素多項式を法とする演算を導入することでGF (pm)は構成できる。
GF (pm) : GF (p)のm次の拡大体
GF (p) : GF (pm)の基礎体

定理 17 任意の素数 pと任意の正整数mについて、GF (p)上のm次素多項式が存
在する。

(証明は省略)

この定理と前に述べた結果を用いると、次の系を得る。

系 3 元の数が素数 pのべき乗となる有限体GF (pm)が存在する。

一般には、この逆、すなわち元の数が素数のべき乗以外の有限体が存在しないこ
とも証明されている。従ってGF (6)やGF (12)は存在しない。

7.1 有限体の表現

GF (4)において xは単なる変数ではなく、有限体の元である。そこで、m次の
素多項式 p(x)で生成される GF (pm)の元 xを変数と区別するために、αとおく。
このとき、Rp(x)[p(x)] = 0から p(α) = 0が成り立つので、αは素多項式 p(x)の根
とも考えることができる。

(例) GF (2)上の素多項式 p(x) = x2 + x + 1の 1つの根を αとすれば、GF (4) =

{0, 1, α, α + 1}と書ける。このとき、

α(α + 1) = α2 + α = (α2 + α + 1) + 1 = 0 + 1 = 1

となり、これはRp(α)[α · (α + 1)] = 1と一致する。

GF (p)上のm次素多項式 p(x)の 1つの根を αとすると、GF (pm)の元は αの
m − 1次以下の多項式

a0 + a1α + a2α
2 + · · ·+ am−1α

m−1 (ai ∈ GF (p))

によって表せる。このような元の表現を「多項式表現」と呼び、{1, α, · · · , αm−1}
をGF (pm)の多項式基底という。

32



GF (pm)の元a0 +a1α+ · · ·+am−1α
m−1をその係数を並べて得られるGF (p)上の

m次元ベクトル (a0, a1, · · · , am−1)で表すことを「ベクトル表現」と呼ぶ。GF (pm)

の元の加算は

(a0, a1α, + · · ·+ am−1α
m−1) + (b0 + b1α + · · · + bm−1α

m−1)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)α + · · · + (am−1 + bm−1)α
m−1

なので、これをベクトル表現で書けば

(a0, a1, · · · , am−1) + (b0, b1, · · · , bm−1)

= (a0 + b0, a1 + b1, · · · , am−1 + bm−1)

となり、ベクトル表現において加算はベクトルの加算と一致する。
これから、GF (pm)は加法について、GF (p)上のm次元ベクトル空間をなすこ

とが分かる。

(例) GF (4) = {0, 1, α, α + 1}の基底 {1, α}によるベクトル表現は

多項式表現 ベクトル表現
0 (0, 0)

1 (1, 0)

α (0, 1)

α + 1 (1, 1)
↑ ↑

基底 : 1 α

7.2 べき表現

有元体の任意の元 aについて

a0 = 1

a1 = a
...

ai = aj

となる (i¿j)が存在する。このとき、両辺を ajで割れば ai−j = 1となる。従って、
ai = 1となる正整数が存在する。特に、ae = 1となる最小の正整数 eを aの位数
(order)という。このとき、1, a, · · · , ae−1は全て異なる。

補題 1 GF (pm)において、任意の元 a �= 0は

apm−1 = 1

33



をみたす。逆に、GF (pm)の非零の元の全体は

f(x) = xpm−1 − 1]

の根全体に等しい。
また、a ∈ GF (pm), a �= 0とすれば、aの位数は pm − 1を割り切る。

(証明) F = GF (pm)から零元をのぞいたものを F×とする。
このとき、

a · F = {ac|c ∈ F×} = F×

が成り立つ。なぜならば、a, b, c ∈ F×とし、b �= cならば
ab �= acが成り立つからである。従って

∏
c∈F×

c =
∏

c∈F×
a · c = apm−1 ·

∏
c∈F×

c

↑
F×の全ての元の積

↑
F×の元の数

∴ apm−1 = 1

一方、deg f(x) = pm−1であるので、f(x)の根の総数は高々pm − 1である。また、
|F×| = pm − 1であるので、F×の要素は f(x) = 0の根全体と一致しなければなら
ない。

aの位数を k0とし、

pm − 1 = nk0 + r, 0 ≤ r < k0

とする。このとき、apm−1 = 1と ak0 = 1から

1 = apm−1 = ank0+r = (ako)n · ar = ar

となる。ここで、k0の最小性から、r = 0が分かり、pm − 1 = nk0を得る。

定理 18 GF (pm)には位数 pm − 1の元 βが存在して

GF (pm) = {0, 1, β, β2, · · · , βpm−2}
と表せる。特に、元 βを原始元といい、βを根としてもつ最小次数のモニック多項
式を原始多項式という。

この定理から、GF (pm)の非零の元全てが βのべき乗によって表せる。このよう
な表現をGF (pm)の元の「べき表現」という。
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(例) p(x) = x2 + x + 1の根の 1つをαとすればGF (4) = {0, 1, α, α + 1}である。
このとき、α2 = α + 1なのでGF (4) = {0, 1, α, α2}とべき表現される。また

α3 = α2 · α = (α + 1)α = α2 + α = 1

なので、αの位数は 3であり、αは原始元である。

(定理 18の証明) 素多項式 p(x) = x4 +x3 +1によって作られるGF (24)について
証明する。他の有元体についてもほぼ同様に示せる。h = 24 − 1 = 15を素因数分
解すると h = 3 × 5となる。x3 − 1の根でないGF (24)の元を 1つ選ぶ。p(x) = 0

の根の 1つを αとすると αは x3 − 1の根ではない。そこで

β1 = αh/3 = α5( �= 1)

とおくと、β3
1 = (α5)3 = α15 = 1であり、β1の位数は 15の約数でなければならな

いので、β1の位数は 3である。
同様にして、x5 − 1の根でないGF (24)の元として、αを選ぶ。

(∵ α5 + 1 = (α + 1)p(x) + α3 + 1 = α3 + 1)

β2 = αh/5 = α3( �= 1)

とおくと、(β2)
5 = α15 = 1であり、β2の位数が 5であることが分かる。このとき

β = β1β2は原始元となる。なぜならば、βの位数は補題 1から、15の約数であり、

β = α5 · α3 = α8 �= 1

β3 = (β1)
3(β2)

3 = β3
2 �= 1

β5 = (β1)
5(β2)

5 = β5
1 = β2

1 �= 1

から、βの位数が 15であることが分かる。
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