
3 第3回

3.1 部分群

ある群Gの部分集合Hが群をなすとき、Hを部分群という。Hが群の部分群で
あることを証明するには、Hが群の性質G1とG2を満足することのみを示せば良
い。

(例) eを Gの単位元とするとき、H = {e}は Gの部分群である。明らかに、
e ◦ e = eからG1とG4を満足する。

3.2 巡回群

有限群Gの要素 hに対して
h, h ◦ h = h2, h ◦ h ◦ h = h3, · · ·

を作ると、必ず hn = eを満たす整数 nが存在する。なぜならばGは有限群だから
必ず

hj = hi

となる iと j(j > i)が存在する。このとき、右から (h−1)iを乗じると

h ◦ · · · ◦ h︸ ︷︷ ︸
j 個

◦ h−1 ◦ · · · ◦ h−1︸ ︷︷ ︸
i 個

= h ◦ · · · ◦ h︸ ︷︷ ︸
i 個

◦ h−1 ◦ · · · ◦ h−1︸ ︷︷ ︸
i 個

すなわち
hj−i = e

が得られるからである。
特に、hn = eをみたす最小の nを kの位数 (order)と呼ぶ。また

H = {h, h2, h3, · · · , hn = e}
はGの部分群であり、hによって生成される巡回群 (cyclic group)と呼ぶ。

Hが群をなすことは、次のようにして分かる。
G1 hi ◦ hj = hi+j

=

{
hi+J ∈ H (i + j ≤ n)

hi+j−n ∈ H (i + j > n)

G3 hn = e ∈ H

G4 hiの逆元は hn−i である。なぜなら
hi ◦ hn−i = hn = e
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(例) G = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
演算 : x ◦ y = xy mod 7で定める。

• h = 2とすると
h2 = 2 × 2 = 4

h3 = 2 × 2 × 2 = 8 = 1 mod 7

従って、h = 2によって生成される巡回群H = {2, 4, 1}
• h = 4とすると

h2 = 4 × 4 = 2

h3 = 2 × 4 = 1 mod 7

h = 4によって生成される巡回群H = {4, 2, 1}
• h = 6とすると

h2 = 6 × 6 = 1 mod 7

h = 6によって生成される巡回群H = {6, 1}
• h = 3とすると

h2 = 3 × 3 = 2 mod 7

h3 = 2 × 3 = 6

h4 = 6 × 3 = 4 mod 7

h5 = 4 × 3 = 5 mod 7

h6 = 5 × 3 = 1 mod 7

h = 3によって生成される巡回群H = {3, 2, 6, 4, 5, 1} = G

3.3 部分群による類別

G:群
H = {h1 = e, h2, h3, · · · , hn} : Gの部分群
∀x ∈ Gに対し
xH = {x ◦ h1, x ◦ h2, x ◦ h3, · · · , x ◦ hn}
とする。このとき、次の性質が成り立つ。

1. xHの要素は全て異なる。
もしそうでないとすると、ある i �= jについて
x ◦ hi = x ◦ hj

左から x−1を乗じると
hi = hj

となり、これは仮定 hi �= hj(i �= j)に矛盾する。

2. y /∈ xHならば yH ∩ xH = ∅
yHと xHは共通元をもたない。
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もしそうでないとすると、ある i, jについて
y ◦ hi = x ◦ hj∈ ∈

yH xH

が成り立つ。右から h−1
i を乗じると (y ◦ hi) ◦ h−1

i = (x ◦ hj) ◦ h−1
i

y = x ◦ (hj ◦ h−1
i )

ここで、Hは部分群なので、ある hh ∈ Hが存在して
hh = hj ◦ h−1

i

が成り立つ。従って、y = x ◦ hh ∈ xHとなり、これは y /∈ xHに矛盾する。

さて、以上の結果のもとに次のような群Gの類別を考えよう。



�

�

�

� ��
コセットリーダ

H h1 = e h2 h3 · · · hn

g2H g2 ◦ h1 = g2 g2 ◦ h2 g2 ◦ h3 · · · g2 ◦ hn

g3H g3 ◦ h1 = g3 g3 ◦ h2 g3 ◦ h3 · · · g3 ◦ hn コセット
...

gmH gm ◦ h1 = gm gm ◦ h2 gm ◦ h3 · · · gm ◦ hn

(a) 全てのGの元は、この表に出現する。(もし、そうでないならば、出現してい
ない gを gm+1としてこの操作を繰り返せば良い)

(b) この表にGの元は唯一回ずつ出現する。
これらのことは性質 (1)と (2)から容易に導かれる。

このような類別をH による (左)類別とよび、各類 giH のことを (左)コセットあ
るいは (左)剰余類と呼ぶ。また、一番左側の要素 giのことをコセットリーダと呼
ぶ。
(例) 先ほどの群G = {1, 2, · · · , 6}を再び考えよう。
H = {2, 4, 1}とするとき、Hによる左類別は、たとえば

H 1 2 4

3H 3 6 5

となる。この場合、コセットリーダは 1と 3である。H = {1, 6}とするとき、H

による左類別は
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H 1 6

2H 2 5

3H 3 4

となる。
このとき次の定理は明らかである。

定理 4 Hが有限群Gの部分群であるならば、Hの位数はGの位数を割り切る。

(証明) 上の類別がm行 n列の表になることから明らか。

注意：Gの位数の任意の約数の位数を持つ部分群が存在するか否かはGによって
異なる。(群論の難しさ！)

3.4 環 (ring)

環Rは、次の 4つの性質を満足する 2つの 2項演算、加法+および乗法 ·をもつ
集合である。

R1 Rは加法+似対して可換群である。

R2 ∀a, b ∈ Rならば、a · b ∈ R(閉包)

R3 ∀a, b, c ∈ Rならば、
a · (b · c) = (a · b) · c(結合則)

R4 ∀a, b, c ∈ Rならば
a · (b + c) = a · b + a · c
(b + c) · a = b · a + b · a(分配則)

特に、∀a, b ∈ Rに対し、a ·b = b ·a(可換則)が成り立つとき、可換環 (commutative

ring)という。

定理 5 Rの加法+に対する単位元を 0で表し、Aの逆元を−aによって表す。こ
のとき、任意の a, b ∈ Rに対して

(1) a · 0 = 0 · a = 0

(2) a · (−b) = (−a) · b = −(a · b)

が成り立つ。
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(証明)

(1) a · 0 R1
= a · (0 + 0)

R4
= a · 0 + a · 0

両端の式に−(a · 0)を加えると 0 = a · 0を得る。0 = 0 · aも同様。

(2) 0
R1
= a · 0 R1

= a · (b + (−b))
R4
= a · b + a · (−b)

両端の式に−(a · b)を加えると−(a · b) = a · (−b)を得る。(−a) · b = −(a · b)
も同様。
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